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Systematicky rozvoj geometrickych pojmui.
Axiomaticka a deduktivni vystavba geometrie

( axiomy, definice, véty ) :

PFi vytvareni geometrického pojmového systému (podobné jako i pfi vytvareni
pojmového systému jiné matematické teorie, napf. Peanovy aritmetiky pfirozenych
Cisel) se vychazi z tzv. zakladnich neboli axiomatickych pojmu, které se zavadéji
vyslovenim axiomu.

Axiomy dané teorie (tedy i geometrické axiomy) jsou vyroky o pojmech této
teorie (v naSem pripadé proto vyroky o geometrickych pojmech), které pfijimame
jako pravdivé a tedy je nedokazujeme.

Vhodnym systémem axiomi jsou zavedeny tzv. zakladni cili axiomatické
pojmy dané teorie - tyto pojmy se tedy nedefinuiji.

Pfiklady axiomatickych pojmu v geometrii (viz pfiloha: Axiomy eukleidovske geometrie)
axiomatické pojmy zavedené pomoci

- axiomu incidence: bod, pfimka, rovina, bod lezi na pfimce, bod lezi v roviné,

- axiomu usporadani: vztah ,mezi“ pro body,

- axiomut shodnosti: shodnost Usecek.

DalSi pojmy dané teorie (tj.vS8echny pojmy dané teorie kromé axiomatickych pojmu)
jsou definovany, tj. jsou zavadény definicemi - jsou to definované pojmy.
Uvedme hned priklady alespori nékterych pojmu, které budeme v budovaném
pojmovém systému pozdéji definovat :

usecka, polopfimka, opacna polopfimka, polorovina, opac¢na polorovina, poloprostor,
opacny poloprostor, konvexni uUhel, nekonvexni uhel, trojuhelnik, rovinny pas,
Ctyfstén atd., binarni relace ,mensi“ pro Usecky, kruznice, kruh, kulova plocha, koule,
pravy Uhel, binarni relace rovnobéznost, rdznobéznost, mimobéznost, kolmost
primek, , atd., atd.

Pravdivost definic neni tfeba dokazovat.

Definice se formuluje ve dvou &astech, uvadi se:

definovany pojem - definiendum (nové zavadény pojem) a

definujici ¢ast - definiens (vSe, co je v této Casti uvedeno, to znamena vse,
¢eho se k definovani nového pojmu vyuziva, musi byt jiz pfedtim v daném
pojmovém systému zavedeno: at jiz tfeba pomoci axioml nebo pomoci
pfedchazejicich definic).

V axiomech jsou vysloveny nékteré ,vlastnosti“ axiomatickych pojma

- napf.vaxiomech 11 -17, U1-U4

(viz Axiomy incidence a Axiomy uspofadani v priloze Axiomy eukleidovské
geometrie)

nebo i ,vlastnosti“ nékterych mezitim jiz definovanych pojmu:

- napf. v axiomech S1 — S6, A, C, R (viz Axiomy shodnosti, Axiomy spojitosti,
Axiom rovnobéznosti v priloze Axiomy eukleidovské geometrie).

Dalgi ,vlastnosti* pojmd matematické teorie se vyslovuji v matematickych

vétach ( namisto matematicka véta se struéné Fika véta, poucka, teorém ).
Véty se dokazuji pomoci matematické logiky na zakladé axiomu, definic a vét dfive
dokazanych.

Dal§i poznatky - tj. nové pojmy a jejich vlastnosti - v nasi budované teorii

odvozujeme neboli dedukujeme (/atinsky deduco znamena odvadim nebo



odvozuji) z axiomu, definic a vét dfive dokazanych. Proto hovofime o deduktivni
vystavbé nasi teorie —

tedy v nasem pfipadé o deduktivni vystavbé geometrie.

Shrnuti: pfi systematickém rozvijeni geometrickych pojmu jde tedy o deduktivni
vystavbu axiomatického systému geometrie.

Vyu ® ovdni geometrii na pronim stupni zdKladni sKoly.

Ve Skole, zvldsté na Skole prvniho stupné, neni z psychologickych davodu tj.
zejména vzhledem k vékovym zvlastnostem Zzakd vhodné ani mozné péstovat
geometrii ani axiomaticky ani pfisné deduktivné. Ugitel rozviji geometrické ucivo
intuitivné, tj.vychazi z pfedstav a zku$enosti zaka a tyto zkudenosti rozsifuje a
obohacuje. Pomoci nazornych pomuicek a manipulaci s nimi, modelovanim v
prostoru i v roving, kreslenim a rysovanim jsou zaci vedeni k tomu, Ze si vytvareji
vhodné geometrické predstavy. Pod ucitelovym vedenim si zaci tyto pfedstavy na
zakladé své vlastni tvar€i Cinnosti postupné dale obohacuji, zpfesriuji a zobecriuji,
zejména zkoumanim vlastnosti a souvislosti postupné vytvarenych pojmu.

V odborné didaktické pripravé ucitelt je vSak zakladnim pozadavkem, aby se studenti
neomezovali pouze na utrzkovité predstavy a znalosti nékterych pojma, ale aby
soustavnym studiem (studiem tvarciho typu, zaloZeném na uvazovani, nikoliv jen na
pamétném memorovani nebo bezduchém napodobovani) pronikali do geometrického
pojmového systému a naudili se jej spravné uzivat a podle potfeby spravné a tvofivé
transformovat do své didaktické ¢innosti.

Pohled do pravé uvedeného vytvareni geometrického pojmového systému je treba
dokumentovat na konkrétnich pfipadech zavadéni pojmd a zkoumani jejich
vlastnosti:

Mnozinové pojeti geometrie —
geometrické utvary jako mnoziny bod

Pripomenime, Ze geometrické pojmy si vyhodné predstavujeme jako mnoziny boda.
Tyto mnoziny bodu nazyvame obvykle geometrické utvary (nebo
zkracené jen utvary).

Kterakoliv mnozina bodl se nazyva geometricky utvar

Pfipomenme, Ze podle této definice je geometrickym uUtvarem i prazdnd mnozina

nebo mnozina, ktera ma pouze jeden prvek.

Jestlize geometrické utvary chapeme jako mnoziny bodu, pak jsou v geometrii s

vyhodou vyuzivany pojmy a terminy z teorie mnozin a tedy i z matematické logiky.

Jde o tzv. mnozZinové pojeti geometrie. Uvédomme si, Ze mnozinové pojeti je

mocnym nastrojem pfi zkoumani geometrickych pojmu, zejména proto, ze dovoluje

vyuzit

- razné relace mezi mnozinami, predevSim napf. mnozinovou inkluzi (ij. vztah
,byt podmnoZinou®), rovhost mnozin a

- vSechny operace s mnozinami, jako napf. pranik, sjednoceni, rozdil dvou
mnozin, doplnék mnoziny .

Vime, jakou roli hraje v teorii mnozin tzv. zakladni mnozina (neboli univerzalni

mnozina).




V mnozinovém pojeti geometrie pouzivame €asto jako zakladni mnozinu :

- trojrozmérny eukleidovsky prostor - struéné oznaceni: Ej

- dvojrozmérny eukleidovsky prostor - struéné oznaceni: Ea
(dvojrozmérnym prostorem muze byt kterdkoliv rovina)

jednorozmérny eukleidovsky prostor - struéné oznaceni: E4
(jednorozmérnym prostorem muze byt kterakoliv pfimka).

Dva typy uloh o geometrickych Utvarech:

1. zakreslete nebo vymodelujte utvar, ktery je oborem pravdivosti dané vyrokové
formy — tvofte a FeSte vlastni Ulohy tohoto typu,

2. zapiste dany utvar jako obor pravdivosti vyrokové formy, tzn. uréete vyrokovou
formu, jejimz oborem pravdivosti je dany Utvar — timto zpusobem zapiSte napf.
definici daného utvaru.

Uvedme pfiklady takovych uloh :

Uloha 1. typu :

Jsou dany body A,B. Zakreslete {XeE3: X uA,B}.

Slovy : Zakreslete mnozinu vSech bodu X trojrozmérného eukleidovského prostoru,
pro které plati, ze bod X je mezi body A, B .

Resent:

Zvolime dva rGzné body a oznacime je A, B.

Vyznacime mnozinu v§ech bodu, které lezi mezi body A,B .

Ao °© B
Je zfejmé, Ze se jedna o mnozinu vSech bodl Usecky AB kromé jejich krajnich
bodu A,B .

Problémy definovani geometrickych pojmu:

metody vytvareni definic geometrickych pojma uvedme na pfikladech. Zabyvejme se
napf. stanovenim definic nékterych geometrickych pojma, které jsou vétsinou podle
predstav znamé: usecka, poloprimka, polorovina, poloprostor, konvexni uhel,
trojuhelnik a dalSich.

Chceme-li definovat napf. pojem usecky, vyjdeme z bé&zné predstavy useCky jako
urcité mnoziny bodd.

Uloha 2. typu :
Zapiste Usecku jako obor pravdivosti vhodné vyrokové formy.
Resent:
Z feSeni predchazejici ulohy je ziejmé, Ze useCce AB nalezi vSechny body, které lezi
mezi body A, B . Kromé nich patfi Use¢ce AB body A, B (jeji tzv.krajni body) a pak uz
Zadné jiné.
Usecka AB je tedy sjednocenim dvou mnozin: mnoziny vSech bodu, které lezi mezi
body A, B a dvouprvkové mnoziny {A,B} . ZapiSme toto zjis§téni pomoci zavedenych
symbol( :

AB = {XeE;: X pA,B} U{A,B}
nebo takto AB ={XeEjz: X uA,B v X=A v X=B }

A e——++to B
Podafilo se nam vyjadrit definici pojmu usecka :



AB = {XeEj;: X uA,B} U{A,B}
Slovy : Usecka AB je sjednoceni dvou mnozin: mnoziny v§ech bodl X , pro které
plati, ze bod X je mezi body A, B a mnoziny, ktera obsahuje body A, B .

Lze ji vyjadrit také takto:

AB = {XeEs: X pA,B v X=A v X=B }

VySetiete a zakreslete mnozinu {XeEz: X pA,B v X=A v X=B } v pfipadé, ze A=B,
tj. kdyZ body A, B splynou.

Reseni: Snadno zjistime dosazenim rdznych bodd za proménnou X do
vyrokové formy X pA,B v X=A v X=B , Ze ji spliiuje pouze jeden bod a to
samotny bod A (muze byt téZz oznacen B).

Uzavieme dohodu, Ze i vtomto pfipadé budeme tuto mnozinu (tj. mnozinu,
ktera obsahuje pravé jeden bod) uznavat jako usecku a budeme ji nazyvat
nulova usecka . Proto:

Jestlize A=B , pak usec¢ka AB = {A} anazyva se nulova usecka .

Vyuzijme a obohatme zkuSenosti z usili formulovat definici UseCky a
utvofme definici polopfimky.

Reste dlohu:

Jsou dany body A, B tak,Z?e A#B. Zjistéte { XeEs:BupAX}.

Reseni

Zvolte body A, B . Zkusmo hledejte body, které splriuji vyrokovou formu B p A, X (1j.
dosazujte ruzné body do vyrokové formy za proménnou X a zjistujte, pro které z nich
se vyrokova forma B p A,X stavé pravdivym vyrokem).

Zjistite, Ze takové body (napf. Xi, Xz, X3, X4, X5, ... atd.) vyplnuji ¢ast pfimky AB .
Tuto &ast pfimky AB vyznacte silné :

P A Xi Xo Xz X4 Xs X

Kdyz k této Casti ,pfidame*” usecku PA, vznikne polopfimka PA :
P A Xy Xo Xz X4 Xs X
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Zavedme pro ni symbol —PA.

Symbol —PA ¢&teme: ,polopfimka PA* .

Definice polopfimky tedy zni :

Jsou dany body P, A tak,ze P#A.
—PA ={XeEs: AuP,X} UPA

Cteni symbolického zdpisu : polopfimka PA je sjednoceni dvou mnozin: mnoziny

vS§ech bodu X trojrozmérného prostoru, pro které plati, Zze bod A je mezi body P, X a

usecky PA .

Dalsi aloha 1. typu :
Jsou dany body A,B,C, které nelezi v pfimce (tzv. nekolinearni body).

Zakreslete mnoZinu { XeE2: AXnBC#@ } .
Cteni symbolického zapisu : mnozina v8ech bodu X dvojrozmérného prostoru, pro
které plati, Ze pranik usec¢ky AX a useCky BC se nerovna prazdné mnoziné



Navod k fesent:

Zvolime body A,B,C, které nelezi v pfimce.

Volime dalSi body v roviné, dosazujme je postupné za proménnou X do vyrokové
formy AXNBC=#Z a zjistujme, pro které z nich se tato vyrokova forma stava
pravdivym vyrokem. Takové body jsou prvky mnoziny {XeE,: AXnBC=d]}.

Obr.1 Obr.2

Na obr.1 body G, K, B, C patfi mnoziné {Xe E,:AXnBC=@}, protoze praniky use&ek
AG, AK, AB, AC s useckou BC se vesmé&s nerovnaji prazdné mnoziné (protinaji ji),
zatimco body P, M, R, S mnoziné {Xe E>:AXnBC=J} nepatfi, nebot’ priniky Usecek
AP, AM, AR, AS s useckou BC jsou prazdné (neprotinaji ji). Lze najit mnoho dalSich
bodu, které dané mnoziné patfi.

Na obr.2 na zakladé nalezitého zobecnéni vyznagime mnozinu {XeE2:AXNBC=2}
tim, Ze ji zakreslime ,,Srafovanim®.

Hranice Utvaru je vtomto pfipadé podmnozinou Utvaru, proto ji zakreslime ,silnou
plnou ¢arou*.

Skutec¢nost, ze hrani¢ni body B, C v tomto pfipadé Gtvaru patfi, zdaraznime tim, ze
je zakreslime jako ,,plné krouzky“ .

Uved'me dalsi ulohy 1. typu:
Jsou dény nekolinearni body A,B,C. Zakreslete { XeEx: AXMBC =@} .
Reseni :

Obr.3 L+ M
A\+
SN+ N

B ++—4C.
P+ F+ Q%

Volte rGzné body prostoru E; a zjistujte, které z nich p\atﬁ' do oboru pravdivosti
vyrokové formy AXNBC = &. Na Obr.3 byly napf. voleny body L, O, M, N, R, P,
E,F, Q.

Z nich splnuji vyrokovou formu AXNBC =@ body L, O, M, N, R, P, Q, protoZe
usecky AL, AO, AM, AN, AR, AP, AQ neprotinaji usecku BC a to znamena, ze
jejich prunik s iseCkou BC je prazdna mnozina.

Na obr.3 v8ak nesplfuji vyrokovou formu AXNBC =& body E, F, B, C ato
proto, Ze kazda z useCek AE, AF, AB, AC ma s useckou BC jeden spolecny bod.
Lze najit mnoho dalSich bodu, které dané mnoziné patfi.



Na obr.4 na zékladé nélezitého zobecnéni vyznatime mnozinu {Xe E>:AXNBC = &}
tim, ze ji zakreslime ,,Srafovanim®.

Protoze hranice utvaru v tomto pripadé neni podmnozinou utvaru, zakreslime ji
»carkovanou ¢arou®.

Protoze hraniéni body B, C utvaru nepatii, vyznacime je jako ,prazdné
krouzky“.

Na zakladé feSeni uloh 1. a 2. typu formulujte definice geometrickych utvaru :
usecka, poloprimka, opacna polopfimka, polorovina, opac¢na polorovina,
poloprostor, opacny poloprostor, konvexni uhel, nekonvexni uhel,
trojuhelnik, ctyrstén.

a podle toho formulujte jejich definice.

Usecka

symbol KL &teme: ,usecka KL*

Nakreslete Usecku s krajnimi body K, L . Vyznacte alesporn nékolik dalSich bodu
useCky KL .

Zjistéte, v jakém vztahu jsou tyto body vzhledem k bodim K, L (vezméte v Uvahu
axiomy usporadani).

Zformulujte odpovéd na otazku: co je usecka KL ?

Definice usecky:

| KL={XeExaXpKLlu{KL |
Definici pojmu Usecka teme takto: Usecka KL je sjednoceni mnoZiny véech bodt X
prostoru, které leZi mezi body K, L a dvouprvkové mnoZiny s body K, L .
nebo KL = {XeE3z: X u K,L v X=K v X=L} .

Je zfejmé, Ze toto tvrzeni je ekvivalentni s definici Usecky uvedené v ramecku. Je
tomu tak podle definice sjednoceni mnozin.

Nulova usecka
KL se nazyva nulova usecka < K=L
nebo KL se nazyva nulova usecka < KL = {K}

Polopiimka
symbol —PA c¢&teme: polopfimka PA® . Bod P se nazyva pocatek polopfimky PA .
Narysuijte polopfimku s poCatkem P a bodem A (tak, jak ji znate ze zakladni nebo
stfedni Skoly). Zakreslete nékolik jejich dalSich bodu.
Pokuste se najit a zapsat odpovéd na otazku: co je polopfimka PA ?
Odpovédi na tuto otdzku je definice polopfimky.
Definice polopfimky: Jsou dany body P, A tak,ze P#A.
—PA ={XeEs: AuP,X} UPA
Zjistéte, zda uvedena definice polopfimky odpovida vasi predstavé polopfimky.
Oveéfte, Ze pro kazdé dva navzajem rlizné body P, A plati, ze

—PA = {XeEs: AuP,Xv XePA}
a také plati, ze —PA ={XeEs: AuPXv XuPA U{PA} .

Opacna polopirimka

symbol «PA ¢teme: ,opacna polopfimka k polopfimce PA".

Uvédomte si, co je opacna polopfimka. Zakreslete dva navzajem rtizné body P, A .
Zakreslete opacnou polopfimku k polopfimce PA . Vyznacte nékolik bodu této




opacné polopfimky. Ukazte si i nékolik bodu roviny (prostoru E; ), které zminéné

opacné polopfimce nepatfi.

PoloZte si otazku: co je polopfimka opacna k poloprimce PA ?

Odpovédi na tuto otazku je definice opacné polopfimky.

Definice opacné polopfimky: | Jsou dany body P, A tak,Zze P#A.

«PA = {XeEs: P u A X v X=P}

Ovéfte, Ze pro kazdé dva navzajem riizné body P, A také plati, Zze
«PA ={XeEs: PuAX}uU{P}

Zjistéte, zda uvedena definice opacné polopfimky odpovida vasi predstave .

Polorovina

symbol —pA &teme: ,polorovina pA*“. Je to polorovina uréena pfimkou p a bodem A.
Zakreslete pfimku p a mimo ni bod A. Podle svych predstav pak déle Srafovanim
zakreslete polorovinu uréenou pfimkou p a bodem A . Spojujte useCkami bod A
s riznymi body prostoru E> a zjiStujte, v kterych pfipadech tyto Gsecky pfimku p
protinaji a v kterych pfipadech ji neprotinaji (tj. maji s ni prazdny prinik). Uvazujte
a zjistujte, které body roviny (ij. body prostoru E, ) poloroviné —pA patfi a které ji
nepatfi. Patfi poloroviné —pA i body pfimky p ? Podle toho se snazte zformulovat
definici poloroviny.

Definice poloroviny : Je dana pfimka p abod A tak,ze A¢p.
—pA={XeE2: AXXnp=LDlup

| vitomto pfipadé ovéfte, zda uvedena definice poloroviny odpovida vasi
predstavé, tj. utvaru, ktery jste zakreslili Srafovanim. V negativnim pfipadé si svou
chybnou pfedstavu opravte.

Ovérte, ze pro kazdou pfimku p a bod A, ktery ji nenalezi také plati, ze
>pA={XeExx: AXNnp=ID v Xep}

nebo -pA={XeEs: AXNnp=J AXeepA}lup

(symbol <>pA v predchazejicim zapise ¢teme:,rovina pA* - viz dale)

Opacna polorovina

symbol «pA c&teme: ,opacna polorovina k poloroviné pA*

Definice opacné poloroviny: | Je dana pfimka p abod A tak,ze A¢ p.

«pA={XeEz: AXNnp#J}

Poloprostor

symbol —cA ¢&teme: ,poloprostor A, (poloprostor ,sigma A*), je to poloprostor
uréeny rovinou ¢ a bodem A.

Definice poloprostoru: Je danarovina o abod A tak,Zze A¢ o.
—0A ={XeEz: AXno=J}uoc

nebo —0A = {XeEs: AXno =T v Xeoc }

Opacny poloprostor
symbol «ocA ¢teme: ,opacny poloprostor k poloprostoru cA*®

Definice opacného poloprostoru: Je danarovina o abod A tak,ze A¢ o.
«G6A={XeEs: AXnp=}

Primka

symbol «<AB c¢teme: ,pfimka AB*

primky zapisujeme téz malymi pismeny latinské abecedy

pfimka je axiomaticky pojem (nedefinuje se, zavadi se pomoci axiomu, tj.
axiomaticky).
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Rovina
symbol «ABC &teme ,rovina ABC* nebo ,rovina uréena body A,B,C*
©pK &teme ,rovina pK* nebo ,rovina uréena pfimkou p a bodem K*

roviny zapisujeme téz malymi pismeny fecké abecedy p (ré), ¢ (sigma), v (ny) ),...
rovina je axiomaticky pojem (nedefinuje se, zavadi se pomoci axiomu - axiomaticky).
Konvexni uhel

Zakreslete konvexni Uhel AVB . Ovéfte na obrazku, Ze konvexni uhel AVB je
prunikem dvou polorovin a zjistéte, které poloroviny to jsou. Vysledek: jsou to -AVB
a —BVA. Polorovina —AVB je urCena pfimkou «>AV a bodem B, polorovina —BVA je
uréena pfimkou <>BV a bodem A .

Definice konvexniho uhlu tedy zni: | Konvexni thel AVB = —-AVB n —»BVA .

Nekonvexni uhel

Zakreslete (Srafovanim) opacnou polorovinu k poloroving AVB a opac¢nou polorovinu
k poloroviné BVA. Zjistétete, co je sjednocenim téchto dvou opacénych polorovin.
Zajisté poznate, Ze je to nekonvexni uhel AVB . Proto vdm bude pochopitelna jeho
definice:

Definice nekonvexniho thlu: | Nekonvexni Ghel AVB = «AVB U «BVA . |
Trojuhelnik

Zvolte nekolinearni body A, B, C . Zakreslete (Srafovanim) poloroviny -ABC, -BCA,
—CAB . Zjistéte, co je prlnikem uvedenych tfi polorovin.

Snadno poznate, Ze jejich pranikem je trojuhelnik ABC.

»1rojuhelnik ABC* zapisujeme symbolem A ABC .

Definice trojuhelnika: | A ABC = »ABC n —BCA n —CAB .|
Ctyfstén

Definice étyfsténu: |Ctyfstén ABCD = -ABCD n -BCDA n —-CDAB n —ABDC .

Ctyistén ABCD je pranikem uvedenych &ty poloprostora.

Snazte se tuto situaci si predstavit, popfipadé znazornit ,modelovanim*“ vyznacenych
poloprostoru.
Rovinny pas
Definice rovinného pasu: | Jsou dany pfimky a, b tak, ze a b A azb,

dale jsou dany body A, B tak, Ze Aca ABeb.
Rovinny pas urCeny pfimkami a,b je —aB n —bA.
Pfiklady dalSich uloh, které je mozno generovat z vySe uvedenych uloh :

Jsou dany nekolinearni body K,L,M (body, které nelezi v pfimce). Zakreslete

a) XeEaxKXNn-oLM=J}, XeEa: KXNn LM 2T},

b) XeEa:KXNnLM=g}, {XeEax: KXNn LM 2},

c) XeEaKXNneolM=g}, XeEa: KXNneolM 20 },

d) {XeEx: 5KXNLM=9}, {XeEs: 5KX N LM 2T} ,

e) {XeEa: KXNLM=g}, {XeEx: «KXNLM 2T} ,

) XeExx oKXNLM =0}, {XeEx: ©KXNLM #d} atd.

Je zfejmé, Ze z ulohy ,Zakreslete {XeE,: KX n LM = & }* ziskdme dalsi ulohy tim,
Ze v zadani

- nahradime Use¢ku LM postupné témito utvary: -LM, «LM, <LM, -ML, «ML
- nahradime Usecku KX postupné témito Utvary: =KX, <KX, &KX, -XK, XK
- symbol = nahradime symbolem #
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a vSechny tyto zmény budeme vzajemné kombinovat.
(Tim ziskdme 72 rdznych uloh.)
Alespon nékteré z uvedenych uloh si vyfeSme.

ULOHA:

Jsou dany nekolinearni body K, L, M. Zakreslete {XeEx: KXNn->LM=J}.
Reseni:

VyzkousSejme alespor nékteré body roviny, zda do uvedené mnoziny patfi nebo ne.
Jak je vtextu Ulohy uvedeno, mél by byt pranik Usec¢ky KX s polopfimkou —LM
prazdny, jinymi slovy : ,UseCka KX nema mit s uvedenou polopfimkou zadny
spole¢ny bod“. Pouze takové body, které toto splfiuji, patfi do hledané mnoziny.
Ovérte, které zbodl A, B, C, D, E, F, G, H, L, M, P na nasledujicim obrazku do
hledané mnoziny {XeE,: KX " —-LM =} patfi a které do ni nepatfi:

+A +C +F

L +G

+D
+E

To znamena: zakreslete nebo si alespon ukazte usec¢ky KA, KB, KC, KD, KE, KF,
KG, KH, KL, KM a vyberte z nich ty, které neprotinaji -LM (ij. ty, jejichZ prunik s
—LM se rovna prazdné mnoziné).

Volte dal$i body roviny, pokradujte s nimi v pfedchazejici ¢innosti a opét urcete
vSechny ty z nich, které zadané mnoziné {XeE,: KX " »LM = &} patfi.
Zobecnénim téchto vysledkl i pro dalSi body roviny (prostoru E,) ziskate feSeni
ulohy, které zakreslite béznymi zplUsoby grafické komunikace (,$rafovanim,
pouéitl'm plnych nebo ¢arkovanych €ar, zakreslenim bodd plnymi nebo prazdnymi

\\\x\\\\\i =

+B

Analogicky postup pouzijte pro vyfeSeni obdobnych uloh zadanych na
pfedchazejici strance.
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Uvazte, které z mnozin uvedenych v tlohach a) —f) zadanych na pfedchazejici
strance souviseji s pojmem: polorovina, opacna polorovina, konvexni Uhel,
nekonvexni uhel.

Konvexnost a nekonvexnost geometrickych utvari
Definice konvexnosti geometrickych Gtvar:

Utvar U je konvexni & (VX,Y) XeU AYeU = XY c U

Slovy :
Utvar U je konvexni, pravé kdyz pro kazdé dva body X, Y plati: jestlize bod X je
prvkem Utvaru U a bod Y je prvkem Gtvaru U, pak usecka XY je podmnozZinou Gtvaru U .

Priklady konvexnich Gtvart v roviné: N4 C> P
~_~
\/ Ctverec, konvexni Uhel, trojuhelnik,
kruh, polorovina, rovinny pas atd.,
Priklady konvexnich Gtvart v prostoru: kvadr, koule, &tyfstén, valec, kuzel atd.

Z definice konvexniho utvaru zaroven vyplyva:

Utvar U neni konvexni < (3X,Y) XeU AYeU AXY ¢ U

Slovy:

Utvar U neni konvexni, pravé kdyz existuji aspori dva body X, Y , pro které plati:
bod X je prvkem uUtvaru U a bod Y je prvkem utvaru U, ale usetka XY neni
podmnozinou ttvaru U .

Priklady nekonvexnich atvart v roviné: : : @

kruznice, nekonvexni ¢tyfuhelnik, mezikruzi, nekonvexni mnohouhelnik atd.
Priklady nekonvexnich Gtvart v prostoru:
kulova plocha, mnozina n bodl (n je pfirozené Cislo vétsi nez jeana) atd.

Véta o praniku konvexnich utvar:

Pranik kazdych dvou konvexnich utvard je konvexni Utvar .

Dakaz :

Vychazime z pfedpokladu, e kazdy ze dvou danych utvard U , V je konvexni.
Zjistujeme, zda prinik téchto utvart je konvexni. Sledujme proto libovolné dva body

X, Y tohoto priniku. ProtoZze Gtvar U je konvexni, je (podle definice konvexnosti)
usecka XY jeho podmnozinou. ProtoZe Gtvar V je konvexni, je Usecka XY také jeho
podmnozinou. Use¢ka XY je tedy podmnozinou praniku U nV atvara U, V a
tedy podle definice konvexnosti Gtvaru, je i pranik U n'V konvexni Gtvar.

Tato véta je velmi uéinna: podle ni napfiklad zjiStujeme, ze konvexni Uhel (to je
prinik dvou polorovin, tedy konvexnich uUtvard) je konvexni Gtvar (odtud ma tento
uhel své jméno). Také napf. kazdy trojuhelnik jako prinik konvexniho Uhlu a
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poloroviny je konvexni utvar. Rovnéz kazdy prunik dvou trojuhelnikd (at' je timto
prunikem prazdnd mnozina bodl, jednobodova mnozina, usecCka, trojuhelnik,
¢tyfuhelnik, pétidhelnik nebo Sestithelnik), je konvexni Utvar.

Tedy plati : pranikem kterychkoliv dvou konvexnich Utvart je konvexni Utvar.

ULOHA: Zjistéte, zda analogické tvrzeni plati i o sjednoceni dvou konvexnich
atvard.

Reseni : Na vhodném prikladu Ize dokéazat, Ze existuji dva konvexni Gtvary, jejichZ
sjednocenim je utvar, ktery neni konvexni. Narysujte takové dva Gtvary.

Tvrzeni obdobné vété o praniku konvexnich Gtvard tedy pro sjednoceni dvou
konvexnich Gtvart neplati.

Shodnost v geometrii

Shodnost usecek

Pojem shodnost usecek je zaveden pomoci axioml shodnosti (v prfehledu axiomu
jsou uvedeny jako S1 az S6).

Shodnost usecek je relace typu ekvivalence.

Z axiomU S1 az S8 totiz vyplyva, Ze shodnost Usecek je relace

reflexivni (kazda usecka je shodna sama se sebou),

symetricka (je-li jedna Usecka shodna s druhou, je i druha z nich shodna s prvni) a
tranzitivni (je-li jedna Usecka shodna s druhou a tato druha Usecka shodna s treti,
pak je i prvni z nich shodna s tfeti).

Protoze tedy shodnost usecek je relace typu ekvivalence, indukuje rozklad
mnoziny vSech usecek na tridy navzajem shodnych usecek.

Pojmy definované pomoci shodnosti usecek:

Naneseni (preneseni) usecky na poloprimku
Tento pojem nejprve popiSeme pomoci algoritmu:

1. Necht je dana usecka AB a polopfimka —CD.
2. Na polopfimce —CD najdéte bod E tak, aby platilo, ze CE = AB.
(Podle axiomu S2 takovy bod v kazdém pfipadé existuje.)

(Technicka poznamka: pfi rysovani uvedeny bod najdete zpldsobem, ktery znate
ze Skoly, napr. pomoci prouzku papiru nebo pouZitim kruZitka, to vsak
Z teoretického hlediska neni podstatne .)
3. Usecka CE se nazyva naneseni Useéky AB na polopiimku —CD .
GIAR GIAR
—t | | |
A B C E D

Nas pojem jsme uvedli vyslovenim algoritmu (je mozno hovofit o ,algoritmické
definici® pojmu).
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Definujme uvedeny pojem bez pouZiti algoritmu.
Definice pojmu naneseni usec¢ky na polopfimku:

Useéka CE se nazyva naneseni iseéky AB na polopfimku —»CD,

pravé kdyz bod E leZzi na polopfimce —CD a usec¢ka CE je shodna
s UuseCkou AB (tj. kdyz BE € -CD A CE =z A).

Stred usecky i | |

Bod S se nazyva stired usecky AB, pravé kdyz Se AB A AS = BS.

Osa usecky 0

Pfedpokladejme, ze A #B . i
Osa usecky AB je {XeE,: XA = XB}.

Osa usecCky AB je mnozina v§ech bodl X
prostoru E,, pro které plati, Ze useCka XA
je shodna s useckou XB .

Rovina soumérnosti usecky T

Rovina soumérnosti (nenulové) usecky AB je {XeEj3;: XA = XB}.

Rovina soumérnosti (nenulové) useCky AB je mnozina vSech bodi
prostoru Es, pro které plati, Zze usecka XA je shodna s useckou XB .

Porovnavani usecek (binarni relace <, > pro usecky)
Symbolicky zapis KL < PR ¢téte: usecka KL je mensi nez usecka PR

K L
—
i i i
P G R
Definice :

KL < PR, pravé kdyz existuje takovy bod G, Ze UuseCka KL je shodna
s useCkou PG a bod G lezi mezi body P, R,
(tj. kdyz (dG) KL = PG A G uP,R.

PR>KL (ctéte: useCka PR je vétsi nez useCka KL )
Binarni relaci > |ze definovat jako inverzni relaci k relaci <, tedy takto :

PR >KL, pravé kdy? KL<PR .




15

ULOHA: Jsou dany dva navzajem rtzné body O,K .
Zakreslete {Xe E;: OX =z OK} .

Reseni : Je zfejmé, Ze hledanou mnoZinou bod je kruZnice se sttedem O a
polomérem OK.

Kruznice
Definice :

Necht jsou dany body S,A tak, ze S#A .
Kruznice se stredem S a polomérem SA je {XeE,: SX = SA} .

Slovy : Kruznice se stfedem S a polomérem SA je mnozina vSech bodu X
prostoru Eo , pro které plati, Zze useCka SX je shodna s useCkou SA (za
predpokladu, ze bod A nesplyne s bodem S).

ULOHA : Jsou dany dva navzajem rtzné body O, K. K

Zakreslete {XeE»: OX = OK v OX < OK }.

Reseni: Je zfejmé, Ze hledanou mnoZinou bodu je
kruh se sttedem O a polomérem OK.

Kruh

Necht je ddn bod S a bod A tak, Ze S#A.
Kruh se stfedem S a polomérem SA je {XeE»: SX = SA v SX < SA}.

Slovy : Kruh se stfedem S a polomérem SA je mnozina vSech bodl X prostoru Eo,
pro které plati, ze useCka SX je shodna s Use¢kou SA nebo Usecka SX je mensi
nez usecCka SA .

Kulova plocha

Necht jsou dany body S a A tak, Zze S#A .
Kulova plocha se stfedem S a polomérem SA je {XcEs: SX = SA} .

Slovy: Kulova plocha se stfedem S a polomérem SA je mnozina vSech bodld X
prostoru Egs, pro které plati, Ze useCka SX je shodna s useckou SA .

Koule

Necht jsou dany body S a A tak, Zze S#A.
Koule se sttedem S a polomérem SA je {XcEz: SX= SAvSX<SA}.

Slovy : Koule se stfedem S a polomérem SA je mnozZina vSech bodl X prostoru
E,, pro které plati, Ze UseCka SX je shodna s useCkou SA nebo usetka SX je
mensi nez Usecka SA .
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Graficky soucet usecek, graficky rozdil usecek
Pojem grafického souc¢tu dvou UseCek zavedme pomoci algoritmu:

1. Necht jsou dany use¢ky AB, CD.
2. Zvolte polopfimku —PQ .
3. Naneste UseCku AB na polopfimku —PQ .

Usecku, ktera je nanesenim Gse¢ky AB na polopfimku —PQ , oznadte PK .
4. Naneste use¢ku CD na polopfimku «KP (t. na polopfimku opacnou
k polopfimce —KP ).

Usecku, ktera je nanesenim tse¢ky CD na polopfimku «<KP , oznaéte KL .
5. Usecka PL je graficky souéet useéek AB a CD .

Symbolicky zapis: PL = AB + CD

A BC D

|
|
|
P K L Q

Definujme pojem grafického souctu dvou Usecek bez pouZiti algoritmu:
A B C D

P K L
Definice pojmu graficky soucet usecek:

Useéka PL je graficky souéet Useéek ABa CD (PL=AB +CD),

pravé kdyz (dK) Ke PL A PK = AB A KL = CD
(tj. kdyz existuje takovy bod K, ktery lezi na use¢ce PL , usec¢ka PK
je shodna s usec¢kou AB a UusecCka KL je shodna s useckou CD ).

Z uvedené definice je zfejmé, ze graficky soucet dvou Usecek
je binarni operace na mnoziné vSech Usecek.

Binarni operaci ,graficky rozdil“ I1ze definovat jako inverzni operaci k operaci
graficky soucet :

Definice pojmu graficky rozdil usecek:

AB=PL-CD & PL=AB+CD

Symbolicky zapis AB = PL — CD <¢ctéte: usecka AB je graficky rozdil
useCek PL a CD (v tomto pofadi) .

Podle uvedené definice se Ize snadno presvédCit, ze v pfipadé, ze TU < RQ ,
graficky rozdil use€ek TU — RQ neexistuje.

UKOLY :
- Utvorte algoritmus pro konstrukci grafického rozdilu dvou Usecek.
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- Formulujte definici grafického rozdilu dvou Useéek samostatné bez pouziti
pojmu graficky soucet usecek, tedy nikoliv jako inverzni operace k binarni
operaci graficky soucet.

n — nasobek usecky
Zapis nAB c¢teme: , nnasobek Usecky AB“ ( n je pfirozené Cislo)
Definice n-nasobku Usecky :
1AB = AB

(n+1)AB = nAB + AB
(jedné se o definici matematickou indukci).
Z uvedené definice plyne :
pron=1: 2AB=1AB+AB=AB+AB , tedyze 2AB=AB + AB,
pro n=2: 3AB=2AB+AB=(AB+AB)+AB ,tedyZze 3AB=AB+AB+AB

atd.

ULOHY o n-nasobku Usecky :

1. Je dana use¢ka KL, sestrojte jeji dvojnasobek, trojnasobek, ctyfnasobek .
K L P Q

I I I I |  PQ=2KL, tj.usecka PG je dvojnasobkem usecky KL
FI{ T

| | I RT = 3KL,
tj. usecka RT je trojnasobkem usecky KL ,
E F
I I I I I EF = 4 KL,

tj. Usecka EF je Ctyfndsobkem usecky MN .
2. Je dana useCka AB, sestrojte usec¢ku CD tak,aby 3 AB = 2CD .

A B

B

I I I I I 3AB =PQ
P S Q

S je stfed Usec¢ky PQ, to znamena, ze 2 PS = PQ
Zvolme usecku CD tak, aby byla shodna s PS
I I jestlize CD=PS, pak 2CD = 2PS
C D
a tedy 2CD=PQ aproto 2CD=3AB
tj. dvojnasobek usecky CD se rovna trojnasobku Usecky AB
( to se da vyjadrit téz takto: usecka CD se rovna tfem polovinam usecky AB nebo
usecka AB se rovna dvéma tretinam usecky CD ) .

3. Zvolte dva navzajem ruzné body G, H . Zakreslete

a) bod M tak, aby M byl mezi body G, H a aby platilo,ze GM = 3 MH ,
b) bod P tak, aby platilo, Ze Pe«HG a GP =3 HP,

c) bod T tak, aby T byl mezi body G, H a aby platilo,Zze GH=3TH.
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Shodnost uhlu

PRIPRAVNA ULOHA:

Narysujte dva konvexni uhly : 9AVB a 9CUD .

Pfeneste use¢ku VA na —UC a oznacte nalezeny bod A’
preneste UseCku VB na —UD a oznacte nalezeny bod B’.
Porovnejte na vasem obrazku usec¢ky AB a A'B".

Jsou, jak vite, tfi moznosti: AB =zA’'B’, AB<A’'B’, AB >A’B".
Zjistil(a) jste, ze AB =A’B” ? Pak také 9 AVB=4CUD .
Zjistil(a) jste, ze AB < A’B”? Pak také 9 AVB < 9CUD
Zjistil(a) jste, ze AB > A’'B”? Pak také 9 AVB ><JCUD .

Na zakladé téchto zjisténi Ize formulovat definice :

Definice shodnosti konvexnich uhlu :

JAVB = JCUD < (JA’,B’) A’e>UC A VA=UC A B'’e -»UD A VB=UD A AB = A'B’

Zjistéte, zda uvedena definice shodnosti konvexnich uhli plati i pro
nekonvexni uhly.

UKOLY :

e ZapiSte definici relace < (,mensi nez®) pro konvexni uhly.
Vysledek :

JAVB < JCUD ¢« (JA’,B’) A’e -»UC A VA=UC A B’e»UD A VB=UD A AB < A'B".

e Zapiste definici relace > (,vétsi nez®) pro konvexni uhly.
Vysledek

JAVB > 9CUD ¢« (JA’,B’) A’e -»UC A VA=UC A B’e -UD A VB=UD A AB > A'B".

Technicka poznamka:

Zjistovani, zda jsou dva konvexni Uhly shodné nebo zda je néktery z nich
mensi nez druhy, mlzete provést tak, jak to znate ze zakladni Skoly, tj.
pomoci obloukd kruznic o shodnych polomérech. Jeden z téchto poloméra se
opiSe kolem bodu V a druhy kolem bodu U tak, az protnou ramena
prislusnych uhli. Porovnate pak tétivy na obou obloucich. Uvedte souvislost
s uvedenymi definicemi.

UKOLY : Formulujte definice relaci <, > pro nekonvexni thly.

Pojmy definované pomoci shodnosti uhlu :
Osa konvexniho uhlu

PRIPRAVNA ULOHA :

Narysuijte libovolny konvexni thel Q AVB .
Urcité vite ze zakladni 8koly, jak se tzv. ,pali“ uhel :

Sestrojite -»VO tak,2e O e 9AVB a AVO =<BVO.
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Definice osy konvexniho uhlu :

—VO je osa konvexniho uhlu QAVB < Oe QAVB A 9AVO =<99BVO .

Pravy uhel

Pripravna ,prakticka“ uloha pro dalSi pojem (pojem pravého UuUhlu):
Pfipravte si z papiru model poloroviny (Cast okraje kusu papiru bude
,rovna“). Pfehnéte tento papir tak, aby obé& vzniklé rovné ¢&asti
pfehnutého papiru splyvaly (se zakryvaly). Je zfejmé, Z2e pfehnuty papir
pak modeluje pravy Uhel.

Papir opét rozlozte a vhodné si na ném oznacte body A, V, B, aby bylo
zfejmé, ze uhel <9 AVB je pravy (bod A volte na pfehybu) a na «<VB zvolte
bod C.

Tim mame pfipraveno vSe pro formulovani definice pravého uhlu :

JAVB je pravy uhel < (3 C) Vjemezi B,C A<JQAVB =<AVC

B Vv C

Didakticka poznamka :

Manipulace s papirem presné tak, jak je uvedena v tomto textu v pfipravné uloze
k pojmu pravy uhel, je velmi vhodna pro prvni stupen zakladni Skoly v souvislosti
s u€ivem o pravém uhlu, kolmosti pfimek apod. Zaci mohou pfislusné modelovani
provadét sami a tim dochazi k dokonalé interiorizaci a k vytvareni zcela jasnych
predstav. Zaci si vytvareji sami vlastni pomucku pro dal$i ¢innost s pravym uhlem
a s kolmosti pfimek.

Kolmost primek

Je vam zajisté zndmo, jak souvisi pojem pravého uhlu s kolmosti pfimek (Casto se
fika, ze dvé pfimky jsou na sebe kolmé, kdyz ,sviraji“ pravy uhel).

Snadno vyslovime definici kolmosti dvou riznobéznych primek, kdyz budou
zadany takto: <VA, VB

VA L VB & QAVB je pravy uhel

Jsou-li riznobézné pfimky oznaeny a, b, pak definici jejich kolmosti Ize vyjadfrit
takto :

Jsou dany navzajem rdznobézné pfimky a, b .
alb o (FAB\V) a=<VAAb=<VBAQAVB je pravy

Definice kolmosti dvou navzajem mimobéznych primek :

Jsou dany navzajem mimobézné pfimky c,d .
cld < cje kolma na alespori jednu svou rlznobézku, kterd je rovnobézna
s pfimkou d .
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Priklad :

Je dana krychle ABCDEFGH. H G
Plati, ze «<AB L «<CG, :
protoze (podle definice): E F

pfimka AB je riznobézné a kolma na pfimku BF
a pfimka BF je rovnobézna s pfimkou CG . / C

ULOHY ke kapitole Shodnost v geometrii :

Zvolte navzajem riizné body A, B . Zakreslete

a) {XeE: AX=AB} Resdeni: kruznice se stfedem A a polomérem AB .

b) {XeEz: AX<AB} Resdeni: vnitfek kruhu se sttedem A a polomé&rem AB .

c) {XeEz: AX>AB} Reseni: vnéjSek kruhu se sttedem A a polomé&rem AB .

d) {XeE: AX=BX} Reseni: osa Usecky AB .

e) {XeEx AX <BX} Reseni: vnitfek poloroviny oA , kde o je osa Usecky AB .

f) {XeEz: AX>BX} Reseni: vnitiek poloroviny oB , kde o je osa Usecky AB .

g) {XeEx: AX=AB v AX<AB} Reseni:kruh se stfedem A a polomérem AB .

h) {XeEx: AX=BX v AX<BX} Reseni:polorovina oA , kde o je osa Usecky AB.
i) {XeEx:AX=BX v AX>BX} Reseni: polorovina oB, kde o je osa Gsecky AB.

KOMBINOVANE ULOHY :

Jsou dany

a) nekolinearni body A, B, C,

body A, B, C tak,ze AB=BC A BC=AC,

body A, B, C tak, Zze uhel ABC je pravy a AC =2 AB,

body A, B, C tak, ze B je stfedem uUsecky AC ,

body A, B, C tak, Zze B je mezi body A, C aplati, zZe BC=2AB.

® O O T

)
)
)
)

Zakreslete mnoziny

{XeEzx: AX<AB A CX>CA}, {XeExAX<AB v CX>CA},
{XeEz: AX<CX A CX<CA}, {XeExx AX<CX v CX<CA},
{XeE: AX<CX A CX<CA}, {XeExx AX<CX v CX<CA}1,
{XeE2:BX>CX A CX<CA}, {XeExxBX>CX v CX<CA},
{XeE2:BX>CX A CX<CA}, {XeExxBX>CX v CX<CA},
{XeE2: BX>AX A (CX<CA v CX=CA) 1},

{XeEz: (BX=AXv BX>AX) ACX<CA},

{XeEz: AXnBC # I ABX>CX },

{XeEx: (AXNBC = v BXnAC=J) AAX<AC},

10. {XeE2: CX NAB = A (AX = BX v AX<BX)} .

e A L o
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Poznamky a doporuéeni ke studiu :

NefeSte mnoho uloh najednou, ale postupné s prestavkami. Neni také tfeba fesit
vSechny ulohy, ale zasadné dulezité je osvojit si princip feseni .
Je velmi vhodné volit si vlastni ulohy tim, Zze obdobné vyrokové formy budete

VVVVVV

ucelné je pfipravovat si i obracené ulohy: vhodné utvary v roviné zapsat jako
obory pravdivosti vyrokovych forem.

ZOBRAZENI V GEOMETRII

Pojem zobrazeni

Zopakujme si pojem zobrazeni. Zobrazeni je specialni pfipad binarni relace.

Binarni relace z mnoziny A do mnoziny B je mnoZina usporadanych dvojic, jejichz
prvni slozky jsou prvky mnoziny A a druhé slozky jsou prvky mnoziny B .

(binarni relace z A do B je tedy podmnoZina kartézského souc€inu AxB) .

Binarni relace z A do B je zobrazeni z A do B, pravé kdyz v této relaci kazdy prvek
mnoziny A je prvni slozkou nejvyse jedné usporadané dvojice.

Jednoduchy pfiklad binarni relace, ktera je zobrazenim: {[k,0],[r,a],[m,0],[n,u]}
Jednoduchy pfiklad binarni relace, ktera neni zobrazenim: {[k,0],[k,a],[m,o0],[n,u]}

PROMITANI - zobrazeni prostoru do roviny

PFi feSeni tloh o prostorovych Utvarech (o Utvarech prostoru E3) zobrazujeme tyto
Utvary do roviny. Jde o zobrazeni prostoru E3 na prostor E.. V tomto zobrazeni,
které se nazyva promitani, ,pfifadime” kazdému bodu z prostoru E; prave jeden
bod prostoru E»takto:

1. Bodem (napf. bodem A) prostoru E; vedeme pfimku, nazyva se promitaci
primka (napf. promitaci pfimka bodu A )

2. zjistime prasecik promitaci pfimky srovinou, na kterou promitame. Tato
rovina se nazyva prameétna.

3. Prusecik promitaci pfimky bodu A s primétnou se nazyva pramét bodu A
(oznacujeme jej napf. A", Ay, Az, apod.).

Vysvétlivky k obrazku: rovina = ... primétna A
bod A ....promitany bod
bod A" ..... primét bodu A
< AA” ... promitaci pfimka bodu A \/ A
T

1. Jestlize promitaci pfimky vS8ech bodu prostoru Es jsou navzajem spolu
rovnobézné, jde o rovnobézné promitani.

(Je zfejmé, Ze promitaci pfimky vtomto pfipadé nemohou byt rovnobézné

S prumétnou.)

Zvlastni pfipady rovnobézného promitani :

a)  je-li smér promitani kolmy k praimétné, jde o pravouhlé promitani
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b)  neni-li smér promitani kolmy k primétné (a samozfejmé neni ani rovnobézny
s prumétnou), jde o kosouhlé promitani .
Volime-li smér promitani (ovSem tak, aby nebyl k primétné kolmy ani s ni
rovnobézny), jedna se o volné rovhobézné promitani.

2. Jestlize promitaci pfimky v8ech bodi prostoru Es prochazeji jednim bodem,
jde o stfredové promitani, spoleény bod vSech promitacich pfimek se
nazyva stred promitani.

Zadny bod, lezici v roving, ktera prochazi sttedem promitani a ktera je rovnobézna

s primétnou, nema stfedovy prumét.

Zvlastnim pfipadem stfedového promitani je perspektiva (v tom pfipadé se

nepromitaji véechny body prostoru Ej3 , ale jen body v tzv. ,zorném prostorovém uhlu) .

Rovnobézné promitani

UrCete sami nékteré vyznamné vlastnosti rovhobézného promitani na zakladé

predstavivosti a Usudku :

uréete, co vSechno muze byt rovnobéznym primétem

e bodu

e Usecky, pfimky

e dvou navzajem rovnobéznych pfimek

e pravého uhlu

e trojuhelnika

e (tyfuhelnika

e rovinného Utvaru, ktery lezi v roviné rovnobézné s prumétnou

Reseni :

e rovnobéznym pramétem bodu je bod

e rovnobéznym pramétem Usecky je usecka a rovnobéznym prumétem piimky je
pfimka, pravé kdyz tato usecka nebo pfimka neni rovnobézna s promitacimi
pfimkami (se smérem promitani)
rovnobéznym pramétem usecky nebo pfimky je bod, pravé kdyz tato usecka
nebo pfimka je rovnobézna s promitacimi pfimkami (se smérem promitani)

e rovnobézné priméty dvou navzajem rovnobéznych a rliznych pfimek a, b jsou
dvé navzajem rovnobézné pfimky a’, b’ (muze nastat i pfipad, Ze a’=b’) nebo
dva rizné body (tato moZnost nastane, pravé kdyz pfimky a, b jsou
rovnobézné se smérem promitani

e rovnobéznym pramétem pravého uhlu muze byt

a) pravy uhel
b) ostry Uhel
c) tupy uhel
d) polopfimka
e) pfimka

e rovnobéznym pramétem trojuhelnika maze byt bud trojuhelnik anebo Usecka
e rovnobéznym pramétem Ctyfuhelnika mize byt bud ¢tyfuhelnik anebo Usecka

e jestlize rovinny atvar lezi v roviné rovnobézné s primétnou, pak jeho
rovnobéznym primétem je Utvar s nim shodny
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Zakresleme nékteré ukazky volnych rovnobéznych primétu téles.

krychle (nadhled zprava) kvadr (nadhled zprava) krychle (pfimy nadhled)

Ulohy (véechny tyto dlohy reste:ve volném rovnobéZném promiténi) :

e Narysujte praméty krychle a kvadru: v nadhledu zleva, v podhledu zprava,
v podhledu zleva, v pfimém podhledu, pravouhly primét.

e UrCete vSechny utvary, které mohou byt rovnobé&znymi praméty usecky,

polopfimky, pfimky, trojuhelnika, konvexniho Ghlu, pravého Uhlu, dvou pfimek,
které jsou navzajem rovnobézné, riznobézné, mimobézné.

e UrCete vSechny typy utvar(, které mohou byt pruniky :
krychle a roviny, kvadru a roviny, krychle a pfimky, kvadru a pfimky.

e Reste nasleduijici tlohy o praniku
krychle a roviny, kvadru a roviny, krychle a poloprostoru, kvadru a poloprostoru,
krychle a pfimky, kvadru a pfimky :
- Je dana krychle ABCDEFGH a body S, O tak, Ze S je stfed hrany
GH a O je stfed hrany AE .
Sestrojte (ve volném rovnobé&zném promitani) pranik krychle
ABCDEFGH a roviny «-SOB .

- Je dana krychle ABCDEFGH a body K, L tak, ze Ke«HD a KH = HD,
Le«~CD a CD=2CL.
Zakreslete prunik krychle a roviny & KLA .

- Je dan kvadr ABCDEFGH a body S, O tak, ze S je stfed hrany EF
a O je stfed hrany GH .
a) Zakreslete pranik kvadru ABCDEFGH a poloprostoru —OSBD.
Tento prinik oznaéme jako téleso T .
b) Urcete, kolik st&én mé téleso T .
c) Urdéete, kolik ma téleso T stén lichob&znikovych, obdélnikovych
atd.

- Je dana krychle ABCDEFGH, dale je dan bod K tak, Ze Ke«AD a
KA = AD a bod L, ktery je sttedem hrany GH .
a) Sestrojte prunik krychle ABCDEFGH a roviny <KLC .
b) Urcete, zda timto prunikem je trojuhelnik, kosoctverec, Ctverec
nebo pétithelnik.
- Je dana krychle ABCDEFGH a body K, L tak, Zze bod K je mezi body

A,E a bodL je stfed hrany HG .
Zakreslete prunik krychle a poloprostoru — KLCD .

- Je dan kvadr ABCDEFGH a bod M tak, Zze G je stfed usecky MF .
a) Sestrojte prinik kvadru a roviny <>BEM .
b) Sestrojte téleso T, které je prlnikem kvadru a poloprostoru —BEMD
(vyznacte zfretelné viditelnost) .
c) Urcete u télesa T pocet vSech jeho
- stén
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trojuhelnikovych stén
lichobézZnikovych stén
obdélnikovych stén
pétithelnikovych stén .

SHODNE ZOBRAZENI (shodnost) v roviné

Zobrazeni v roviné je shodné zobrazeni, prave kdyz (VX,Y) XY = XY

Slovy : Zobrazeni v roviné je shodné zobrazeni, pravé kdyz pro kazdé dva body
X, Y ajejich obrazy XY’ plati, Ze XY = XY

Definice shodnosti dvou Utvaru:

Dva utvary jsou shodné, pravé kdyz existuje shodné zobrazeni jednoho z nich na druhy.

Napf.: pfi vyuéovénl’ na 1.stupni ZS dva Gtvary nakreslené podle téze $ablony
jsou navzajem shodné

C’ A'B’ = AB
A'C’'=AC
B’C’=BC

apod.

Specialni pfipady shodnostl v roviné ( seznam/// jste se s nimi jiZ ve studiu na
stfedni Skole) :

osova soumérnost (axialni symetrie),

otaceni (rotace), stredova soumérnost (centralni symetrie),

posunuti (translace),

totoznost (identita).

Na pfipojeném obrazku je uvedena osova soumérnost, kterd je dana osou o, dale
0 body A, B, C a jejich obrazy A’, B, C
A A Vv 0Sové soumérnosti s osou 0.

Konstrukce obrazd jednotlivych bodd je
zcela zfejma z obrazku.
Ze situace na obrazku muzeme vychazet pfi

B B’ formulovani definice osové soumeérnosti :

Vidime, Ze pokud bod X lezi mimo pfimku o ,
pak X’ (obraz bodu X) je konstruovan tak, ze pfimka o je osou Usecky XX .
Pokud bod X lezZi na pfimce o, splyva se svym obrazem X (t. X =X"), takovy bod
se nazyva samodruzny bod v daném zobrazeni.
Definice osové soumérnosti tedy zni :

V roviné je dana pfimka, oznaéme ji napf. o .
Zobrazeni v roviné je osova soumérnost s osou o, pravé kdyz
pro kazdé dva body X,Y ajejich obrazy X', Y’ plati:

1. jestlize Xe o, pak X' =X,

2. Jestlize X¢ o, pak pfimka o je osou useCky XX’ .

* VySe definovana osova soumérnost je shodné zobrazeni,
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to lze dokazat napf. tak, Ze posoudime postupné vSechny pfipady rdzného
postaveni dvou bodl v roviné vzhledem k ose o a dokazeme, Ze ve vSech téchto
pripadech pro kazdé dva body X, Y a jejich obrazy X',Y’ plati, ze XY = XY.
*  Pouziti osové soumérosti ve vyuce matematiky na prvnim stupni ZS je bohaté,
napf. jde o
- zakresleni a vystrihnuti ornamentu, geom.utvaru na prehnutém papiru
(papir je mozno pfehnout pfed vystfihnutim ornamentu vicekrat)
- vytvafeni obtiskd (napf. razitko a jeho obtisk), zde se projevuje vyznamna
vlastnost osové soumérnosti, ze je to tzv. nepfima shodnost
- vySetfovani, které rovinné utvary jsou osové soumeérné (ij. zda obrazem
takového utvaru je on sam), zda jsou soumérné podle jedné nebo vice os,
ktera velka pismena latinské abecedy jsou osové soumérna apod.
- Fada zajimavych konstruktivnich Uloh, kdy osova soumérnost umozniuje
jednoduchy zplsob reseni, napf. :
1. Je dana pfimka p abody A, B, které na pfimce p nelezi. Sestrojte na pfimce
p takovy bod P, aby platilo, ze AP = PB (uloha o feSeni praktického problému
najit misto pro vybudovani zastavky u Zelezni¢ni trati tak, aby ze dvou vesnic
bylo k této zastavce stejné daleko).
2. Je dana pfimka p abody A, B, které na pfimce p nelezi. Sestrojte na pfimce
p takovy bod P, aby graficky soucet useCek AP + PB byl ze v&ech moznych
nejmensi.

Skladani osovych soumérnosti :

1. Skladani osovych soumérnosti s navzajem rdznobéznymi osami :
Reseni:

Zvolte dvé navzajem rGznobézné pfimky o4, 02, dale zvolte body A, B, C (tfi
zastupce v8ech bodu roviny).

V osové soumeérnosti s osou 01 sestrojte obrazy bodl A, B, C aoznacteje A", B’,C’,
Déale pak v osové soumeérnosti s osou 0, sestrojte obrazy bodu A’, B’, C" a oznacte je
A", B, C”.

Slozenim obou soumérnosti vzniklo zobrazeni, v némz obrazy bodu A, B, C
jsou body A”,B”, C”.

Snadno se presvédcite, Ze toto vysledné zobrazeni je shodnost.

PodrobnéjSim zkoumanim zjistime, ze body A, A’, A” (obdobné body B, B’, B” a body C,
C’, C”) lezi na kruznici, jejimz stredem S je prisecik os 04, 0z.

Vysledné zobrazeni nazveme otaceni, prisecik os 04, 0o nazveme stred otaceni).
Navic Ize zjistit, Ze pro v§echny body X roviny (kromé& bodu S ) jsou vSechny
uhly XSX” navzdjem shodné a rovnaji se dvojnasobku uhlu os.

Proto pokud o1, 02 , pak slozenim je stredova soumérnost .

Déle je zfejmé, Ze prusecik os 01,02 je jediny samodruzny bod tohoto vysledného
zobrazeni.

Uvedena zjisténi nam umozni formulovat definici ota€eni napf. takto:

Otaceni je sloZeni dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou navzajem
raznobézné.

Prasecik os S se nazyva stred otaceni.

Uhel X S X” (kde X je libovolny bod roviny kromé& bodu S a X” je obraz
bodu X v daném otaceni) se nazyva uhel otaceni .
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2. Skladani osovych soumérnosti s navzajem rovnobé&znymi osami :
a) o1lloa A 01202
Provedte uvedené skladani.
Postup konstrukce je podobny jako v pfipadé riznobéznych os, vysledek je vSak odlisny:
body A, A", A” (B, B, B” ataké C, C’, C”) lezi tentokrat v pfimce.
Slozenim obou soumeérnosti vznika zobrazeni, v némz obrazem bodu A je bod
A”, obrazem bodu B je bod B” aobrazembodu C jebod C”.
Ihned nahlédneme, Ze toto vysledné zobrazeni je shodnost, protoze plati, ze
A”’B”=zAB, B”"C”"=zBC, AC”"=zAC.
Toto zobrazeni nazveme posunuti.

Uvedena zjisténi nam umozni formulovat definici posunuti napf. takto:

Posunuti je sloZzeni dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou navzajem
rovnobézné a razné.
Pro kazdé dva body X, Y a jejich obrazy X”,Y” v posunuti plati, ze
XX = YY”.
Pro kazdy bod X plati, ze XX”se rovna dvojnasobku ,vzdalenosti“ os 0+,0>.

b) 01= 0>
Pfi skladani osové soumérnosti se sebou samou se kazdy bod roviny ,vrati na
své puvodni misto®, to znamena, pro kazdy bod X plati, ze X =X" . Jedna se tedy
o shodnost, v niz kazdy bod je samodruzny. Toto shodné zobrazeni se nazyva
identita.

PFi dalSim studiu shodnych zobrazeni Ize prokazat, Zze kazdé shodné zobrazeni
|ze slozit ze dvou nebo ze tfi osovych soumérnosti.

Zavérem ke shodnym zobrazenim uvedme :

Uvazme algebraickou strukturu, kterou tvofi mnozina vsech shodnosti v roviné
vzhledem k binarni operaci jejich skladani :

1. Skladani shodnosti je operace uplna (vzdy proveditelna), protoze slozenim
libovolnych dvou shodnosti je opét shodnost.

Uvedena struktura je tedy grupoid.

2. Skladani shodnosti je operace asociativhi (Ize dokazat obecné, zkuste
alespon ovéfit na konkrétnim pfipadu).

Uvedena struktura je tedy pologrupa.

3. Existuje neutralni prvek (neutralnim prvkem je zde identita - ovérte).

4. Ke kazdé shodnosti existuje shodnost inverzni (lze najit ke kazdé
shodnosti takovou shodnost, aby jejich slozenim vznikla identita — zjistéte, co
je napf. inverznim prvkem k osové soumérnosti, k ota€eni, k posunuti).

Snadno Ize zjistit, Ze sklddani shodnosti neni komutativni.
Vysledek uvedeného vySetfovani shrneme takto:

mnozina vSech shodnosti v roviné vzhledem k jejich skladani
je nekomutativni grupa.
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Topologické pojmy
Okoli bodu

Za okoli daného bodu vroviné (v prostoru E,) budeme povazovat
kterykoliv kruh se stfedem v tom daném bodé a jeSté upfesnime, ze se bude
jednat o ,kruh bez kruznice” €ili o utvar, kterému fikame ,vnitfek kruhu*.

Podle toho, jak zname definici kruhu (definici vnitfku kruhu), budeme
formulovat okoli daného bodu (oznaéme tento bod napf.A) v prostoru Ex
takto: {XeE.: AX<3d }.

V uvedeném zapise 8 je oznacdeni poloméru zmin&ného kruhu, tedy
v podstaté oznaceni Usecky.
(Znak d je pismeno fecké abecedy, ¢teme je jej, jak znamo ,delta®).

Ke kazdému bodu v prostoru E, existuje mnoho rGznych okoli. Jsou to
kruhy (vnitfky kruh() se spoleénym stfedem a raznymi poloméry. Jedno urgité

okoli daného bodu je timto danym bodem a ur¢itym polomérem & jednoznacné
dano.

Zavadime proto pojem &-okoli bodu (cteme: ,delta okoli bodu®).
Definici pojmu 8-okoli bodu A v prostoru E;, tedy budeme formulovat takto:

5-okoli bodu A v prostoru E; je {XeE>: AX <3 },
kde & je dana nenulova usecka.

Pojem okoli bodu v prostoru E» (tj. v roving) roz8ifme na pojem okoli bodu
v prostoru Ej (tj. v prostoru). Zatimco v roviné se jednalo o ,kruhovéa okoli“,
v prostoru pujde o ,kulova okoli“:

Ke kazdému bodu existuje opét mnoho rlznych okoli. Jsou to koule
(vnitFky kouli) se spole¢nym stfedem a raznymi poloméry. Jedno urgité okoli
daného bodu je timto danym bodem a ur€itym polomérem & jednoznacné
dano.

Za okoli_daného bodu v prostoru (v prostoru E3) budeme povazovat
kteroukoliv kouli se stfedem v tom daném bodé a jeSté upfesnime, Ze se bude
jednat o ,kouli bez kulové plochy” €ili o utvar, kterému fikame ,vnitfek koule“.

Pojem &-okoli bodu A v prostoru E; tedy budeme definovat takto:

3-okoli bodu A v prostoru Ezje {XeE3: AX <3},
kde 8 je dand nenulova dsecka.

Obdobnym zpisobem lze definovat 6-okoli bodu A v prostoru Eq :

3-okoli bodu A v prostoru E; je {XeE{: AX < 8},
kde & je dana nenulova Usecka.

VySetrete, jakym atvarem je &-okoli bodu A v prostoru E; .
(0-okoli bodu A v prostoru E; je UsecCka, jejimz stifedem je bod A a ktera je
shodné s grafickym souctem 6+9 .)
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Pojem okoli bodu Ize ziejmé zobecnit pro kterykoliv prostor E{, E> nebo
E3 .

5-okoli bodu A v prostoru E,, je {XeE,: AX < },
kde & je dana nenulova usecka a n je pfirozené
Cislo 1, 2 nebo 3.

Poznamka:

Teoretické Uvahy maji smysl i pro rizné eukleidovské prostory E,
(n-rozmérné eukleidovské prostory) pro libovolné pfirozené Cislo n.
V tomto textu se omezime na n rovno jedné, dvéma nebo tfem.

V dal§i ¢asti textu budou uvedeny bez komentare definice nékterych
dalSich topologickych pojma (k procvic¢eni téchto pojma a jejich aplikaci jsou
uréeny Ulohy na konci této kapitoly) :

Utvar U je omezeny, pravé kdyz existuje aspofi jeden bod a aspoii jedno
okoli tohoto bodu, Ze utvar U je podmnozinou toho okoli.

Bod A je vnitini bod utvaru U, pravé kdyz existuje alespon jedno okoli bodu A ,
které je podmnozinou utvaru U .

Bod A je vnéjsi bod utvaru U, pravé kdyz existuje alespon jedno okoli bodu A ,
které neobsahuje Zadny bod utvaru U .

Bod A je hrani¢éni bod utvaru U, pravé kdyz pro kazdé okoli bodu A plati, ze
obsahuje aspon jeden bod, ktery Utvaru U nalezi a obsahuje aspon jeden bod,
ktery atvaru U nenaélezi.

Hranice utvaru U je mnozina vSech hrani¢nich bodt atvaru U .

Utvar je uzavieny, pravé kdyz mu nalezi véechny jeho hrani¢ni body.

Utvar je otevieny, pravé kdyZz mu nenalezi 2adny jeho hraniéni bod.

TOPOLOGICKE ZOBRAZENI

V tomto kurzu nebudeme uvadét exaktni definici topologického zobrazeni,
spokojime se pouze s jeho intuitivnim uvedenim :

Topologické zobrazeni nemusi ,zachovat” ani ,velikost” ani ,tvar” Gtvaru, ale
kazdym dvéma rlznym bodum jsou v ném pfifazeny dva rGzné obrazy. (Toto
neni definice, ale pouze intuitivni ,pribliZzeni pojmu pomoci predstav.)

Jednoducha krivka
je topologicky obraz Usecky (obraz usecky v topologickém zobrazeni).

Priklady jednoduchych kfivek (v roviné): L_/@W @
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Specialni pfipad jednoduché kfivky je jednoducha lomena c¢ara, (je to
jednoducha kfivka, ktera se ,sklada® pouze z usecek).

Pfiklady jednoduchych lomenych ¢&ar: é

Jednoducha kfivka sama sebe neprotind a ma dva krajni body.

Priklady krivek (v roviné), které nejsou jednoduchymi kiivkami:

o O @ g AP

Jednoducha uzaviena krivka je topologicky obraz kruznice (obraz kruznice
v topologickém zobrazeni).

Priklady jednoduchych uzavienych kfivek (v roviné):

&GO@Q > «

Specialni pfipad jednoduché uzaviené kfivky je jednoducha lomena
uzaviena cara,

(je to jednoducha uzaviena kfivka, ktera se ,skladd“ pouze z usecek).
Priklady jednoduchych lomenych uzavienych ¢ar:

AP EOD

Priklady krivek (v roviné), které nejsou jednoduchymi uzavirenymi krivkami:

@0@\/@3 |

Utvar U je souvisly, pravé kdyz pro kazdé dva body X,Y plati, Zze existuje
jednoducha kfivka, ktera body X,Y ,spojuje” a je podmnozinou utvaru U.




Priklady utvara, které jsou souvislé:

trojuhelnik, polorovina, konvexni Uhel, nekonvexni Uhel, mezikruzi,
Ctyfuhelnik (i nekonvexni &tyfuhelnik ! ), kvadr, valec, polopfimka a dalsi,
napf. tyto nepojmenované utvary:

>0

>4 mm

Dva utvary se prekryvaji, pravé kdyz jejich prinik obsahuje alespori jeden
bod, ktery je vnitinim bodem alesporn jednoho z nich.
A tedy plati:

Priklady utvart, které nejsou souvislé: :

Dva utvary se neprekryvaji, pravé kdyz jejich prinik neobsahuje zZadny bod,
ktery by byl vnitfnim bodem alespon jednoho z nich.

Jinak re¢eno:

Dva utvary se nepiekryvaji, pravé kdyz jejich prunik je podmnozinou pruniku
jejich hranic.

Priklady dvojic neprekryvajicich se utvard v roviné:

£

Priklady dvojic pfekryvajicich se utvard v roviné:

NN S ~N— d

AN

A\
AN
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ULOHY ke kapitole Topologické pojmy :
Reste ulohy 1.-13. takto:

10.

11.

12.

13.

a) zakreslete utvar U ,

b) zapiste hranici atvaru U v prostoru Es a hranici v prostoru Es,

c) rozhodnéte, zda utvar U je nebo neni konvexni, omezeny, uzavieny,
otevieny, souvisly.

Zvolte nekolinearni body R, T, D.

Utvar U je dan takto: U = « RTD U {XeE;: RX"TD# @ } .

Zvolte K, L, M tak, aby Uhel KLM byl pravy a aby usecka KM byla dvojnasobkem
usecky KL.

U={XeE2: KXnIMzD } U {XeE:: IXNKM =D }.

Zvolte konvexni ¢tyfuhelnik ABCD. Prisecik jeho uhlopticek oznacte S .
Utvar U je dan takto: U = {XeE: SXnCD# @ } u {A,B,S} .

Sestrojte pravidelny Sestiuhelnik MNOPQR se stfedem S .
Utvar U je dan takto: U= (AMNO-MN)u{P,Q R,S}.

Zvolte nekolinearni body R, S, T.

Utvar U je dan takto: U= («TSRUTR) - {T}.

Zvolte nekolinearni body A, B, C.

Utvar U je dan takto: U = { XeEy: oCXNAB# QD } .

Zvolte nekolinearni body K, L, M.

Utvar U je dan takto: U ={ XeEy: KXnLM =3 A LXNnKM=@ }.
Zvolte nekolinearni body P, Q, R .

Utvar U je dan takto:

U={XeE;: PXNn > RQ# 3T} u{ XeEy: RXnPQ # T} .

Zvolte nekolinearni body K, L, M.

Utvar U je dan takto: U = ({ XeE: KXNML# @} U <KLM) — <KL .

Zvolte nekolinearni body K, L, M . Dalsi bod O zvolte tak, aby
nenalezel trojuhelniku A KLM.
Utvar U je déan takto: U= AKLMu { O} .

Zvolte nekolinearni body P, Q, R .
Utvar U je dan takto:

U={ XeEy: PXn 5> RQ # @} U { XeEz: RX n PQ # B}.

Sestrojte pravidelny Sestiuhelnik MNOPQR se stfedem S .
Utvar U je dan takto: U=AMNOU{ P,Q,R,S}.

Zvolte nekolinearni body A,B,C. Utvar U je sjednoceni trojuhelnika
ABC a opacné poloroviny k poloroviné ABC (U = A ABC u « ABC) .

Ulohy 14. a 15. Feste takto :

a) zakreslete atvary U,V ,
b) zjistéte, zda se utvary U, V pfekryvaji ,
c) zapi$te hranici utvaru, ktery je sjednocenim atvard U, V.
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14. Zvolte konvexni ¢tyfahelnik M, N, P, Q . Utvary U, V jsou dany takto:

U={ XeE2: QXN MNz2Z }, V={ XeE: QXN NP #J }

15. Zvolte nekolinearni body M, N, P . Utvary U,V jsou dany takto:

Utvar U je mnozinovy rozdil konvexmho Ghlu MPN a trojuhelnika MPN .
Utvar V je polorovina — PNM .

Reseni 1. tlohy
Zopakujme zadani ulohy:

1.

a)

Zvolte nekolinearni body R, T, D.

Utvar U je dan takto: U= « RTD U {XcE2: RX"TD# @ } .

a) zakreslete utvar U,

b) zapiste hranici ttvaru U v prostoru E» a hranici v prostoru Es,

¢) rozhodnéte, zda Gtvar U je nebo neni konvexni, omezeny, uzavieny,

otevreny,
souvisly.
Vysledek fesent :
R
/
/T D
Hranice utvaru U vprostoru Ezje: —TR u TD u «DR.

C)

Hranice Gtvaru U v prostoru Ej3 je Gtvar U .

Utvar U neni konvexni, protoZe existuji aspofi dva body X, Y Gtvaru U takové,
7e Usetka XY ¢ U.

(Najdéte aspon jednu dvojici takovych bodl. Samoziejmé takovych dvoijic
existuje mnoho, ale postaci, kdyz najdete alespori jednu — viz definice
konvexniho Utvaru a dodatek k této definici.

Pozor! existuji sice dvojice bodl utvaru U, napf. K, L takové, ze KL c U , ale to
na véci nic neméni - vezméte v Uvahu presné definici konvexniho Utvaru,
zejména berte v ivahu vyznam kvantifikatora !!)

Utvar U neni omezeny, protoze Utvar U neni podmnozinou 2adného okoli

libovolného bodu — je tfeba opét vzit pfesné v ivahu definici omezeného Utvaru.

Utvar U je uzavieny, protoze mu patfi véechny jeho hraniéni body (totéZ jinak

feeno: protoze hranice Gtvaru U neni jeho podmnozinou) — opét postupujeme
presné podle prislusné definice.

Utvar U neni otevieny, otevienému Utvaru totiz nepatii zadny jeho hraniéni bod

a to pro Gtvar U rozhodné neplati.

Utvar U je souvisly, protoze pro kazdé dva body X,Y ttvaru U plati, ze existuje

jednoducha kfivka, ktera body X,Y spojuje a je podmnozinou utvaru U.
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Vysledky feSeni b), c) nékterych uloh 1.-15. :
Cast a) uvedenych uloh vypracujte samostatné. Vysledky feSeni ¢asti b), c), které
jsou dale uvedeny, vam mohou slouzit i ke kontrole spravnosti feSeni ¢asti a) , tj. ke
kontrole spravnosti zakresleni utvart v ulohach 1.-15.
2. tloha: Hranice Utvaru v prostoru Ez je —LM U KM U «KL U «LK

nebo jiny zapis téze hranice (<KL -KL)u KM u —LM.

Hranice utvaru v prostoru Ejz je Utvar sam, Utvar je sdm sobé hranici.

ol Dany utvar neni konvexni, neni omezeny, je uzavieny, neni otevieny, je
souvisly .
4. Uloha: Hranice utvaru v prostoru E;je MNUMOUNOuU{ P,Q,R,S }.

~ Hranice utvaru v prostoru Es je Gtvar sam,ti. A MNO U {P, Q, R, S} .
Dany atvar neni konvexni, je omezeny, neni uzavieny, neni otevfeny, neni souvisly .

MERENI GEOMETRICKYCH UTVARU
JORDANOVA MIRA

Mira usecek
Pfipravné uvahy:

Vite velmi dobfe, Ze vysledkem pfi méfeni UseCky je zjisténi urc€itého cCisla,
kterému pak obvykle fikame délka usecKky.
Useéky méfime vzdy v urCité mife, napf. v centimetrech, metrech,

kilometrech, ale také na palce, stopy, sahy, mile a v nejrozmanitéjSich jinych
jednotkach. (V jisté mife napf.urCime, Ze délka dané UsecCky je tfeba 5
centimetrd, jind Usecka v jiné mife ma napf.délku 3,7 metru apod.)

Z hlediska matematické teorie je vhodné si uvédomit : pfi méfeni Usecek
jde o to, Ze kazdé useclce pfifazujeme v urCité mife pravé jedno Cislo. Jednéa
se tedy o zobrazeni.

ProtoZze useCkam pfifazujeme v tomto zobrazeni Cisla, jde o zobrazeni
mnoziny vSech use€ek na mnozinu jistych Cisel. Stanovme, jaky druh Cisel k
tomu potfebujeme. Ze zkuSenosti zname, ze k tomu staci Cisla kladna nebo
nula (nula je délkou tzv.nulové Usecky), zaporna Cisla nepotiebujeme. Nestaci
v8ak Cisla cela (délka urcité usecky se napf. maze rovnat 5,3 metru apod.). O
tom, Ze pro délky uselek nestaci ani Cisla racionalni, nas presvédci tfeba
tento jednoduchy pfiklad: narysujte pravouhly trojuhelnik, jehoZz jedna
odvésna ma délku 2 (napf.dva centimetry) a druhd odvésna ma délku 3
(napf.tfi  centimetry), (odvésnami nazyvame ty strany pravouhlého
trojuhelnika, které sviraji pravy uhel). Vypocitejte délku pfepony (tj.nejdelsi
strany) tohoto pravouhlého trojuhelnika. VypocCet provedeme podle
Pythagorovy véty (poznali jste ji na 2.st.ZS):

c’=a®+b*=2%+3% =4+9=13, proto c=)13
délka pfepony naseho trojuhelnika se tedy rovna Cislu iracionalnimu.

Z toho je zfejmé, Zze pro délky Uuseek potfebujeme nejen racionalni, ale i
iracionalni ¢isla a tedy realna cisla a podle toho, co jsme si jiz pfipomnéli,
samoziejmé realna Cisla, ktera nejsou zgporna.
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Shriime a doplrime predchazejici uvahy:
- Pri méfeni Usecek se jedna o zobrazeni mnoziny vsech usecek na
mnozinu vSech nezapornych realnych cisel.
- Cisla, ktera v tomto zobrazeni pfifazujeme Useckam, se obvykle
nazyvaji délky téchto usecek.
Ze zkudenosti je zfejmé, Ze pfifazovani délek useckam nesmi byt chaotické, ale
musi byt vazano urcitymi predpoklady. Jsou-li tyto pfedpoklady spinény, nazyva se
toto zobrazeni mira usecek. Zminéné predpoklady uvedme v definici miry Usecek:

Definice miry usecek:

Zobrazeni mnoziny vSech UseCek na mnozinu vSech nezapornych realnych
Cisel se nazyva mira usecek a cislo, které je v tomto zobrazeni pfifazeno
dané usecce se nazyva délka usec€ky (délku Usecky AB zapisujeme |AB| ),
pravé kdyz
1. (3AB) |AB| = 1

slovy : existuje Usecka, ze jeji délka se rovna Cislu 1

nebo : existuje Usecka, ktera ma délku 1

nebo : zvolena usetka ma délku 1
2. (VAB,CD) AB = CD = |AB| = |CD|

slovy : pro kazdé dvé usecky plati:

jestlize jsou shodné, pak jejich délky jsou si rovny

nebo : délky shodnych usecek jsou si rovny,
3. (VAB,CD) |JAB+CD| = |AB|+|CD|

slovy: pro kazdé dvé usecky plati:

délka jejich grafického souctu se rovna souctu jejich délek
nebo: délka grafického souctu dvou useclek se rovna soudtu jejich délek.

Uloha :
Jsou dany usecky AB, CD:
A B C D
—_ [ |
UrCete délku usecky CD, jestlize délka useCky AB se rovna Cislu 1.
Reseni:
V textu uvedené Ulohy je dano, ze |ABl= 1 (t.,2e délka Usecky AB se rovnd
¢islu jedna).

Je tedy splnén 1. pfedpoklad definice miry Usecek.
Pfeneste usecku AB na polopfimku —CD :

A B C P4 D
— t : !

Timto pfenesenim je Usec¢ka CP;. Jakou délku méa usec¢ka CP; ?

I|:’odl|e 2. predpokladu definice miry Usedek plati, ze |CP¢|=1, protoze CP1=AB a
AB| =1.

Pfeneste useCku AB na polopfimku «P1C (. na opacnou polopiimku k poloprimce
—P:C )Z

A B C P, P, D
— : :

Timto pfenesenim je usec¢ka PP, . Jakou délku ma usec¢ka PP, ?
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Podle 2. pfedpokladu definice miry Useéek plati, ze |P{P2|=1, protoze PP,
=AB a |AB| =1

Jakou délku ma usecka CP, ?

Plati, ze |CP,| =2 a to podle 3. predpokladu definice miry Gsedek.

Use&ka CP, je totiz grafickym souétem Useéek CP; a PP, (coZ stru¢né
zapisujeme CP, = CP4 + P{P,) a tedy podle 3. pfedpokladu délka grafického
souctu CPy + PyP>, UseCek CP4, P{P2 se rovna souctu délek téchto usecek,
tj.

|CPy + P1P2| = |CP;|+|P:P,| a protoze |CP{|=1 a |PP,|=1, tak

|CP1 + P1P2| =1+1=2.

bdobné pokracujte déle: pfeneste usecku AB na polopfimku «P,C
(tj.na opacnou polopfimku k polopfimce —P.C ):

A B C P P, Ps=D

e [ : i |
Timto pfenesenim je usecka P.P3 . (V tomto daném pfFipadé nahodou splyva
bod P; s bodem D , v jiném pfipadé tomu tak nemusi byt).

Podobnym zpusobem jako v predchazejicich krocich postupu ovéfime, ze
|PoP3|=1, protoze P,P; = AB a zjistime, Ze nakonec plati:

|CD| = |CPy + PoP3| = [CP2l + [PoPsl= 241 = 3 .

Mame tedy ovéieno, ze |CD| = 3 (délka use¢ky CD se rovnd tiem, Gili
usecka CD ma délku tfi ) .

Reste podobnou dlohu:

Uloha :

Jsou dany usecky KL, QR :
K L Q R
— [ f

UrCete délku Uusecky QR, jestlize délka usecky KL se rovna Cislu 1.
Reseni:
Pouzijte obdobného postupu jako pfi FeSeni pfedchazejici ulohy.
Nékolikerym nanesenim UseCky KL ziskate tento vysledek:

K L Q R

l e e e e

I
Py P Py, P, Ps Pe Py
V textu této Ulohy je dano, 2e |KL|=1. Tim je splnén 1. predpoklad z definice
miry Usecek.
\ Podle 2. pfedpokladu definice miry Usecek plati : \
|QP,=1, protoze QP; =KL
|PyP, |=1, protoze P{P =KL ,
|P,P3 | =1, protoze P,P3 = KL
atd. e, az
|PsP; |=1, protoZe PsP7 = KL

Podle 3.pfedpokladu definice miry usec€ek plati, ze
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|QP2l= |QP;|l+|P{P2 |= 1+1 = 2 | protoze Usetka QP: je grafickym
souétem Useéek QP; a PP, a protoze |QP;/=1 a [P;P,|=1.
Podobné opét podle 3. pfedpokladu definice miry Usecek plati, ze
|QPsl= [QP2|+[P2Ps| = 241 =3

|QP4l= QP3| +|P3sP4l = 3+1 = 4 atd. az podobné zjistite, ze
|QPsl=6 a |QP;|=7.

Protoze bod R lezi mezi body Ps , Pz , plati pro délku usec¢ky QR tyto
nerovnosti:

lQPsl < [QR| < IQP;| | ¢&ili | 6<|QRI <7
Tim se nam podafilo pfiblizné vyjadfit délku usecky QR .

Didaktickd pozndmka :

AZ potud Ize uvedeny postup v patficné didaktické Gpravé pouzit, chceme-li Zaky
1.st.ZS vést pii objevovani principu méfeni UseCek a nechceme-li se spokoijit
pouze s jejich ,zau€enim®, jak se méfi Usecky pomoci méfitka.

Dokud Zaci znaji pouze pfirozena Cisla a neznaji racionalni &isla, rozhodnou o
priblizném vyjadieni délky usecky v uvedeném pfipadé usecky QR podle toho, ke
kterému z bodl Pgs , P7 je bod R ,blize": v naSem pfipadé je useCka RPg mensi
nez useCka RP; , bod R je tedy ,blize* k bodu Pg . Proto Zaci zapisi vysledek
méfeni takto: |QR| = 6 (délka Usecky QR se pfiblizné rovna &islu 6).

Technicka poznamka:

Zapis pomoci nerovnosti 6 < |QR| <7 Ize nahradit rovnocennym zapisem
|QR| =6,5+0,5 .

Vznika otazka, jak urcit délku dané usecky s vétsi presnosti.
K tomu Uc€elu rozdélime uUsecku, jejiz délka se v dané mife rovna Cislu 1 (tzv.
jednotkovou uUsecku) na urcity pocet navzajem shodnych dili. PoCet téchto dilu
neni rozhodujici, pro pochopeni principu napf. postaci, rozdélime-li
nasi jednotkovou usecku na dva shodné dily:

K L (IQ P4 Ps Py Py Ps Peg |R P;

T 1 1 1 1 T 1 1

L S

Stied usecky KL jsme oznacili S .

(Dalsi uvahy sledujte disledné podle obrazku.)

Délka Usecky KS se ziejmé rovna jedné poloving, tj. |KS| =0,5.

Zddavodneni:

Jestlize |KS| = 0,5, pak také |SL| = 0,5 a to podle 2. pfedpokladu
definice miry usecek, nebot KS=SL (bod S je stfedem usecky KL).

Usecka KL je grafickym souétem Useéek KS a SL, tj.plati, ze

KS = KS + SL a proto (podle 3. pfedpokladu definice miry tseéek) plati, ze |KL|
= |KS| + ISLI = 0,5+ 0,5= 1 , coZ je v souhlase s tim, co je dano, totiz ze
|KL| = 1. Tim jsme ové&fili, 2e |[KS|=0,5.

Protoze S je stied Useky Pg¢P7, plati, Ze [P¢Sil= 0,5 a proto také plati, ze
|QSi1=6,5.

Dusledkem toho, ze bod R lezi mezi body Ps a S1 je, ze
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|QPg| < |QR| < |QS; Gili 6<|/QR| <65

nebo téz |QR|=6,25 + 0,25

Provedte srovnani s predchazejicim vysledkem. Shledate, Ze tento novy
vysledek je pfesnéjsi.

Pro dosazeni jesté vétsi presnosti rozdélte useCku KS na dva shodné dily, stfed
usecky KS oznacte napf. O .

K S L
Je ziejmé, ze |KO| = 0,25 .

O
Rovnéz ,rozpulime” UseCku PS¢y (ze dvou Uselek PsSy a SiP; k
tomu vybereme pravé tu, v niz lezi bod R). Stfed UseCky PsS: oznacte
napf. Sy :
Q P P, Ps Py Ps P¢R Ps

l : 1 : : ! Lih o
S2 Sy

Plati: |[PeSz| =025, |QS»| =625 atedy:

|QS:| < IQRI < 1QS; &ili 625 < |QR| < 65
nebo téz [QR| =6,375 + 0,125 .
Shriime vysledky méfeni (zjistovani délky) dané usecky QR :
6 < I|QR|l < 7
6 < |QR| <65
6,25 < |QR| < 65
apod.

V tomto postupu urCovani stale pfesnéjSiho vyjadieni délky dané usecky
je mozno pokraCovat (v teoretickych uvahach neomezené, pri praktické
¢innosti je postup omezen rozlisovaci schopnosti zjistovatele s ohledem
na pfesnost rysovani).

\V rznych pfipadech Usedek mohou nastat dvé moznosti: |

1. po provedeni nékterého kroku tohoto postupu krajni bod mérfené Usecky
(v nasem pripadé bod R ) splyne s nékterym z bodu Sy, S, , Sz atd. (v nasem
pfipadé se to zatim nestalo, bod R nesplynul ani s bodem Sy ani s bodem S, ) ,
tuto moznost Ize stru¢né zapsat takto: (3neN) Q =S, ,

2. po provedeni libovolného poctu krokd uvedeného postupu krajni bod méfené
usecky (v nasem pripadé bod R ) nesplyne s zadnym z bodu Si, S, ,S; atd.,
tuto moznost Ize stru¢né zapsat takto: (VvneN) Q# S, .

Ve druhém pfipadé (napf. v naSem pfipadé z druhé ulohy) si povSimnéte, ze
- Cisla v posloupnosti tzv. ,dolnich mezi“ se nezmensuji a

- Cisla v posloupnosti tzv. ,hornich mezi“ se nezvétsuji a

tedy se zfejmé ,blizi* ke stejnému realnému cislu.
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Odborné feceno: posloupnost dolnich mezi a posloupnost hornich mezi maiji
spoleénou limitu. A tato limita (tj. uréité realné ¢islo) je délka mérené usecky.

Muzeme vypocitat pfesnost, s jakou se nam podafilo po jednotlivych
krocich postupu vyjadfit délku méfené usecKky.
Ucinme tak podle zapist z naSeho pfikladu postupného uréovani délky
usecky QR :
Zapis 6 < |QR| <7 nahradime zapisem |QR| =6,5+0,5 .
V ném ¢islo 0,5 je tzv. absolutni nepresnost. VyznamnéjSi nez absolutni nepfesnost
je vSak relativni nepresnost, to je pomér absolutni nepresnosti ke stfedni aproximaci
(v nasem pripadé k &islu 6,5), tedy

- relativni nepfesnost na poc¢atku méreni se rovna podilu 0,5:6,5 , {j.

priblizné 0,076923 ; vyjadfeno v procentech pfiblizné 7,6923 % .

- Vypocet relativni nepfesnosti po prvnim zpresnujicim kroku:
6 < |QRI <65 |QR|=6,25+0,25
relativni nepfesnost je  0,25:6,25, tedy 0,04 , tj. 4% .

- Vypocet relativni nepresnosti po druhém zpresnujicim kroku:
625 < |QR| < 65 |QR|=6,375+0,125
relativni nepfesnost je 0,125 :6,375, tedy pfiblizné 0,0196 , tj. 1,96 % .

Z posloupnosti relativnich nepfesnodti 7,6923 ; 4 ; 1,96 ;... je evidentni, jak se
po kazdém kroku snizuje relativni nepfesnost, tj., jak se zvysSuje relativni presnost
pfi méreni délky usecky.

ULOHY O MERENI USECEK :

Pfi feSeni 1. az 12. ulohy

a) zapiste délku mérené Usecky uZzitim nerovnosti pomoci hornich a dolnich mezi
b) provedte postupné alespon dvé zpresnéni

c) vyjadrete v procentech pfislusné relativni nepresnosti

1. Narysujte pravy uhel, jeho vrchol oznacte L . Zvolte na jednom rameni bod G, na
druhém bod H .
Zvolte bod C tak, aby G byl mezi body L, C a bod E tak, aby H byl mezi body L, E .
Za predpokladu, Zze |GHI|=1 urgete |EC] .
(Vysledek zavisi na volbé bodd H,G,EaC.)
2. Pravouhly trojuhelnik je dan tak, Zze délky jeho odvésen jsou v poméru 2 : 3.
Necht’ délka kratSi odvésny se rovna Cislu 1 .
Urcete délku prepony tak, aby relativni nepresnost byla mensi nez 5 % .
Reseni .
Oznacme: vrchol pravého Uhlu C, kratsi ze dvou odvésen CA, preponu CB .
Nanasenim jednotkové Usecky CA na —AB zjistime, Ze plati :
1 <|AB|l< 2 ¢&ili |AB|=1,5+£0,5 |, relativni nepfesnost -....... 33,3 %
1,5 < |AB| < 2 ¢&ili |AB|=1,75+0,25 , relativni nepfesnost ....... 14,2 %
1,75 < |AB| < 2 ¢&ili |AB|=1,875+0,125 , relativni nepfesnost ... 6,7 %
zatim je relativni nepresnost priblizné rovna 6,7 %, tedy vétsi nez 5 %,
provedeme tedy jesté dalSi zpresnéni:
1,75 < |AB| < 1,875 ¢ili |AB|=1,8125+0,0625, relativni nepfesnost ...3,45 %.
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Vysledek :
s relativni nepresnosti mensi nez 5% jsme zmérili, Zze délka prepony je vétsi
nez 1,75 a mensi nez 1,875 stanovené jednotky.
. Jsou dany body P=[0;2], Q=[2;3], L=[1:0], M=[6;2,5] .
Urcete délku UsecCky LM, jestlize délka usecky PQ se rovna Cislu 1.
Vysledek -
2<[Ml<3 ; 25<|MI <25 tedy [LM|l=25
4. Jsou dany body A=[1;2], B=[3;3], C=[2;0], D=[7:3] .
Uréete |CD| , jestlize |AB| =1 .
. Jsou dany body A=[1;3], B=[3;4], C=[1;0], D=[6;3] .
Uréete |CD| , jestlize |AB| =1 .
6. Zvolte body A, B, C tak, aby platilo, ze AB=BC a BC=CA.
Stred Usecky BC oznacte S .
Sestrojte bod M tak, aby platilo, Ze Me <« SA a SM =4AS.
Narysujte Usecku GL tak, aby byla shodna s Useckou AM .
Uréete | GL|, jestlize |AB|=1
7. Jsou dany body K=[2:4], L=[4;5], R=[1:3], M=[6;1] .
Urcete délku UseCky RM, jestlize délka usecky KL se rovna Cislu 1 .
8. Jsou dany body R=[2:4], T=[4;3], C=[0:4], D=[4;0] .
Urcete délku UseCky RT, jestlize délka usecky CD se rovna €islu 1 .
9. Jsou dany body G=[0;2], H=[2;4], K=[2:0], L=[7;5] .
UrCete délku Usecky KL, jestlize délka usecky GH se rovna Cislu 1 .
10. Jsou dany body A=[-2;0], B=[2:-4], F=[-1;7], J=[6;0] .
Urgete délku Gsedky FJ, jestlize |AB| = 1.
11. Zvolte dva navzéjem rGizné body M, P .
a) Sestrojte Use¢ku KL tak, aby |KL| = 2,5, kdyz |[MP| =1
b) Sestrojte Gse¢ku RT tak,aby |RT| = 1,75, kdyz |MP| =1
c) Sestrojte Gse¢ku UV tak, aby |[UV| = 0,625, kdyz |[MP| =1
12. Zvolte dva navzajem rtizné body G, H .
Sestrojte Usecku
a) AB tak,aby |AB| =1, kdyZz |GH| =2
b) CDtak,aby |CD| =1, kdyz |GH| =1,5
¢) EFtak,aby |EF| =1, kdyz |GH| = 0,75

w

ul

Mira obrazcu, obsah obrazce

Existuji rovinné Utvary, které nejsou méfitelné (napf. polorovina, vnéjSek kruhu
atd., atd.).

Méritelny utvar je utvar, ktery lze ziskat z kone¢ného poctu tzv. zakladnich
méfitelnych utvard pomoci mnozinovych operaci.

Zakladni méfritelny utvar v rovingé je rovinny Utvar, ktery je a) omezeny, b) jehoz
hranici je jednoduch& uzaviend kfivka, c) je spojity .

Méritelny Utvar v roviné budeme nazyvat obrazec.
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Zobrazeni mnoziny v8ech rovinnych obrazcl na mnoZinu v8ech nezapornych
redlnych &isel se nazyva mira obrazcu a d&islo, které je vtomto zobrazeni

pfifazeno obrazci O, se nazyva obsah obrazce O [ obsah obrazce O se
zapisuje S(O) ], pravé kdyz plati, ze

1.

2.

3.

(30) S(O) =1

slovy: existuje obrazec, jehoz obsahem je &islo jedna

nebo: existuje obrazec, ktery ma obsah 1

nebo: zvoleny obrazec (obvykle to byva ¢tverec) ma obsah 1

(VO4,02) O1 =02 = 5(01) = 5(02)

slovy: jestlize dva obrazce jsou navzajem shodné, pak jejich obsahy jsou si

rovny

nebo: obsahy dvou shodnych obrazct jsou si rovny

(V0O4,02) 041,05 se nepiekryvaji = S(01u005) = S(O4) + S(0»)

slovy: jestlize se obrazce neprekryvaji, pak obsah jejich sjednoceni se rovna
souctu jejich obsahl

nebo: obsah sjednoceni nepriekryvajicich se obrazcl se rovna souctu jejich

obsahu
ULOHA :
Je dan ¢tverec ABCD a obdélnik KLMN (viz obrazek) :
D C N N; \P M
A B Ki L4
K Lo L3 L

Zduvodnéte podle teorie miry, Ze obsah obdélnika KLMN je roven C&islu 6 , jestlize
se obsah ¢tverce ABCD rovna Cislu 1 (fikejme mu ,jednotkovy Ctverec”) .

RESENI :
1.

Je splnéna podminka €.1 z definice miry obrazcu, totiz Ze existuje obrazec o
obsahu 1 (je to ¢tverec ABCD).

Snazme se obdélnik KLMN ,pokryt“ ¢tverci shodnymi se ¢tvercem ABCD (viz
obrazek na dal8i strance) .

2. Ctverec KiLiN;N je shodny se &tvercem ABCD a tedy podle podminky &.2
z definice miry obrazcu ma obsah rovny Cislu 1 .
Rovnéz ¢tverec KL,LiKi ma obsah 1, protoze je shodny se ¢tvercem ABCD.

3. Protoze Ctverce KiLiN{N a KL:LiK; se nepfekryvaji a jejich sjednocenim je

obdélnik KL2N¢N , tak podle podminky ¢€.3 (opét z definice miry obrazcu) je
obsah obdélnika KLoN{N roven souctu obsaht obou &tverct (1+1) a tedy Cislu 2 .
Obdobné zdavodnime, Ze kazdy z obdélnikd LoLsNoN¢ , LsLMN2 ma obsah 2
(kazdy z nich je totiz shodny s obdélnikem KL:N{N ) a protozZe se nepiekryvaji, je
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obsah jejich sjednoceni, tedy obsah obdélnika KLMN roven souctu jejich obsahu
(2+2+42,1). 3-2) atoje Cislo 6.

Z uvedeného rozboru vyplyva, Zze kdyz délkou strany jednotkového &tverce je Cislo 1,
(jednotka délky), pak obsah obdélnika se rovna soucinu délek dvou jeho sousednich
stran.

Didaktické poznamKy:

Je zfejmé, Ze rozbor v té podobé, jak byl pravé uveden, je urCen pro vzdélani
ucitele, aby si promyslel a uvédomil teoretickou podstatu problému. Poznani
podstaty ma uditeli poslouzit k tomu, aby propracoval k vyuce o obsazich
obrazclt vhodny konkrétni postup a vyuZil pfi vyuce samostatnou a tvofivou
praci zaku.

Je tfeba, aby pfi zavadéni obsahu obrazce jiz na prvnim stupni zakladni Skoly
byla ze zasady uplatnéna pravé uvedena idea pokryvani méreného obrazce
jednotkovymi c¢tverci. Neékteri didaktikové dokonce pro vétSi nazornost
doporucuji, aby zaci méli k disposici sadu z papiru vystifihanych desticek —
jednotkovych &tverct (a to nejen napf. cm?) a snazili se jimi pokryt mé&teny
obrazec. Zasadni a pro dalSi spravné rozvijeni této latky vyznamny je pro zaky
poznatek, ze pocet jednotkovych Ctvercu, které ,pokryvaji“ méfeny obrazec, ale
Zzadné dva se neprekryvaji navzajem, ze tento pocet je obsah obrazce.
Rozhodné by se zavadéni obsahu obdélnika nemélo omezovat jen na pouhé
verbalni, povrchni, hloubé&ji nepodlozené oznadmeni, Ze ,obsah obdélnika se
vypocita jako soucin délek jeho sousednich stran, P = a-b “.

Uziti metody pokryvani vytvafi vhodné a spravné predstavy Zzakd a spolehlivy
zaklad pro rozSifovani uciva na zjisStovani obsahlt nékterych dalSich obrazcd,
nejen obdélnikd. Jiz na prvnim stupni je pak mozné, aby Zaci zjisStovali sami a
tvofivé obsahy nejriznéjSich obrazcu, které se skladaji z jednotkovych ¢&tvercu
nebo jejich ¢asti, napf. :

Také odvozovani vzorclh na tomto zakladé pro obsahy trojuhelnikd, lichobézniki,
kosodélnikd i mnohouhelnikl je pak pfirozené, 1épe pochopitelné a také snadnéji
a trvaleji zapamatovatelné.

V nasi teorii uvedme jesté, jak Ize aplikovat uvedenou ideu ,pokryvani
méfeného obrazce jednotkovymi &tverci® pfi zjisStovani obsahu jakychkoli
obrazcl, napf. (viz obrazek) :
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Je vhodné pouzit &tvercovou sit, nejmensi Ctverec v této siti se nazyva zakladni
Ctverec sité .

Pouzijeme &tvercovou sit, v niz zakladnim &tvercem je &tverec o obsahu 1
(jednotkovy C&tverec).

1. Vymezime v této siti tzv. jadro obrazce:
Jadro obrazce v dané c¢tvercoveé siti je sjednoceni vSech zakladnich ¢étverct

sité, z nichz kazdy je podmnozinou obrazce.

Je zfejmé, Ze

a) obsah jadra Ize presné urcit, rovna se poctu zakladnich &tverca sité, jejichz je
sjednocenim (z nichz se sklada)

b) obsah jadra daného obrazce neni vétsi Cislo nez obsah méreného obrazce (ktery
chceme zjistit ale zatim ho nezname)

2. Dale vymezime tzv. obal obrazce:
Obal obrazce v dané ¢tvercové siti je sjednoceni vSech zakladnich ¢tvercu
sité, z nichz kazdy obsahuje aspon jeden vnitfni bod obrazce.

Plati, ze

a) obsah obalu Ize rovnéz pfesné urcit

b) obsah obalu neni urcité mensi Cislo nez obsah méfeného obrazce

VysledKky obou zjisténi zapiSeme pomoci nerovnosti:

obsah jddra < obsah méfeného obrazce < obsah obalu
Tim se nam podaifi zjistit obsah daného obrazce s uréitou presnosti .
PresnéjSich vysledkd pak dosahneme pomoci tzv. zjemnéni sité .

Vyhodnoceni presnosti zjiSténi provedeme obdobnym zplsobem jako u zjiStovani
délky usecky.

ULOHY O MERENiI OBSAHU OBRAZCU :

1. Jsou dany body S=[2;1], B=[2:6]. Narysujte kruznici se stfedem S a
polomérem SB.
Uréete obsah c&tvrtiny kruhu o stfedu S a poloméru SB pomoci jader a obald
(provedte aspon jedno zpresnéni, oba vysledky zapiSte pomoci nerovnosti a
v obou pfipadech vypocitejte relativni nepresnosti).

2. Jsou dany body A=[0;0], B=[5;0], C=[5;2], D=[3.5], E=[2:5], F=[0:3].
a) Zakreslete Sestiuhelnik ABCDEF .

b) Pomoci jader a oball zpfesnujte zjiStovani obsahu Sestiuhelnika ABCDEF.
Pouzijte jedno zjemnéni sité. Oba vysledky zapi$te pomoci nerovnosti a v obou
pripadech vypocitejte relativni nepfesnosti.

c) Vypocitejte presné obsah Sestiuhelnika ABCDEF.
3. Jsou dany body Q=[1;1], R=[6;1], S=[3;5], T=[1;5] .
Zjistéte obsah pravouhlého lichobéznika QRST .
4. Jsou dany body A=[1;1], B=[5;1], C=[5:3], D=[1:3], S=[3:3] .
Obrazec O je sjednocenim obdélnika ABCD a kruhu se stfedem S a polomérem SC .
Zjistéte obsah obrazce O dvéma zpusoby:
- presné
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- zpfesnovanim az k dosazeni relativni nepfesnosti mens$i nez 25 % .
5. Jsou dany body A=[1;1], B=[2;1], C=[2:2], D=[1;2] a dale body E=[3;1],
F=[6;1], G=[6:2], H=[8:2], J=[8:3], K=[5:3], L=[5;5], M=[3;5] .
a) Ur&ete délku obvodu osmithelnika EFGHJKLM , jestlize |AB| =1 .
b) Urlete obsah osmiuhelnika EFGHJKLM , jestlize obsah &tverce ABCD
se rovna jedné.
6. Jsou dany body N=[0;1], O=[4;1], R=[6;4], T=[2;4] .
Zjistéte obsah kosodélnika NORT.
7. Jsou dany body A=[0;0], B=[6;0], C=[5:5], D=[3;2], E=[1:4] .
Zjistéte obsah pétithelnika ABCDE alespoil jednim ze dvou zpusobu:
- prfesné
- Bosm/oci jader a oballu az k dosazeni relativni nepfesnosti mensi nez
25 % .
8. Jsou dany body A=[0:2], B=[4.0], C=[5:3], D=[3:4] .
Zjistéte obsah ¢tyfuhelnika ABCD alespon jednim ze dvou zpusobu:
- presné
- pomoci jader a obalu pomoci jednoho zjemnéni sité .
9. Jsou dany body A=[5:0], B=[6:;2], C=[3:6], D=[0:3], E=[0;2] .
Pomoci jader a obalu zpfesnujte zjiStovani obsahu pétidhelnika
ABCDE.
(PouZijte jedno zjemnéni sité.)
10. Jsou dany body A=[0:0], B=[5:0], C=[5;2], D=[3;5], E=[2;5], F=[0;3].
Zjistéte pfesné obsah Sestithelnika ABCDEF .
11. Jsou dany body Q=[1;1], R=[6;1], S=[3;5], T=[1:5] .
Zjistéte obsah pravouhlého lichobéZznika QRST .
12.Jsou dany body A=[1;1], B=[5;1], C=[5:3], D=[1;3], S=[3;3] .
Obrazec O je sjednocenim obdélnika ABCD a kruhu se stfedem S a
polomérem SC .
a) Zakreslete obrazec O .
b) Pomoci jader a oball zpfeshnujte zjiStovani obsahu obrazce O
(pouZijte jedno zjemnéni sité).
13.Jdsou dany body A=[1;1], B=[2;1], C=[2:2], D=[1:2] a dale body
E=[3;1], F=[6:1], G=[6;2], H=[8:2], J=[8;3], K=[5;3], L=[5;5],
M=[3;5] .
a) Uréete délku obvodu osmithelnika EFGHJKLM , jestlize |AB | =1.
b) Urcete obsah osmiuhelnika EFGHJKLM , jestlize obsah &tverce ABCD
se rovnd jedné.
14. Jsou dany body A=[0:0], B=[6;0], C=[5:5], D=[3;2], E=[1:4] .
Zjistéte obsah pétithelnika ABCDE alespori jednim ze dvou zpUsobu:
- prfesné
- Bomoci jader a oball az k dosazeni relativni nepresnosti mensi nez 25 %.
15. Jsou dany body A=[0:0], B=[6:0], C=[5;5], D=[3;2], E=[1:4] .
Zjistéte obsah pétiuhelnika ABCDE alespoi jednim ze dvou zpusobu:
- pfesné
- Bomoci jader a oballu az k dosazeni relativni nepfesnosti mensi nez 25 % .
16. Jsou dany body A=[5:0], B=[6;2], C=[3;6], D=[0;3], E=[0:2] .
Pomoci jader a oball zpresfiujte zjiStovani obsahu pétithelnika ABCDE.
(PouZijte jedno zjemnéni sité.)
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17. Uvedte a zduvodnéte vzorce pro vypocet obsahu téchto rovinnych obrazca :
trojuhelnik, pravouhly trojuhelnik, rovnoramenny trojuhelnik, rovnostranny
trojuhelnik, kosodélnik, kosoétverec, deltoid.

Mira téles, objem télesa

Obdobné jako v roviné existuji i prostorové Gtvary, které nejsou méfitelné (napf.
poloprostor, vnéjSek koule atd., atd.).

Prostorovy Utvar je méfitelny, pravé kdyz je omezeny, jeho hranici je topologicky
obraz kulové plochy a je spojity.

Méfitelny Utvar v prostoru budeme nazyvat téleso.

Zobrazeni mnoziny vSech téles na mnozinu v8ech nezapornych realnych Cisel se
nazyva mira téles a Cislo, které je vtomto zobrazeni pfifazeno télesu T, se nazyva
objem télesa T [ objem t&lesa T se zapisuje V(T) ], pravé kdyz plati, ze
1. (3T) V(M) =1
slovy: existuje téleso, jehoz objem se rovna ¢&islu jedna
nebo: existuje téleso, které méa objem 1
nebo: zvolené téleso ma objem 1 (obvykle to byva krychle a to takova
krychle, Ze jeji hrana méa v délkové mife délku jedna)
2. (‘v’ T1,T2) T1 = T2 = V(T1) =V(T2)
slovy: jestlize dvé télesa jsou navzajem shodna, pak jejich objemy jsou
si rovny
nebo: objemy dvou shodnych téles jsou si rovny

3. (VT4,T2) jestlize T4, T2 se nepiekryvaji = V(T1uTz) = V(T4) + V(T2)
slovy. jestlize se télesa neprekryvaji, pak objem jejich sjednoceni se
rovna souctu jejich objemu
nebo: objem sjednoceni neprekryvajicich se téles se rovna souctu
jejich objem

Mira uhla, velikost uhlu

Zobrazeni mnoziny vSech uhld do mnoziny v8ech nezapornych realnych
¢isel se nazyva mira uhla a ¢&islo, které je vtomto zobrazeni
pfifazeno uhlu o, se nazyva velikost uhlu o [velikost Ghlu o se
zapisuje v(a) 1, praveé kdyz plati, ze
1. (Fa) v(a) =1
slovy: existuje uhel, jehozZ velikost se rovnd €islu jedna
nebo: existuje Uhel, ktery ma velikost 1
nebo: zvoleny Uhel ma velikost 1
2. (Vo,B) a =B = v(a) = v(B)
slovy: jestlize dva uhly jsou navzajem shodné, pak jejich velikosti jsou si rovny
nebo: velikosti dvou navzajem shodnych Uhlu jsou si rovny
3. (Vo,B) v(a+B) = v(a) + V()
slovy: velikost grafického souctu dvou Uhli se rovna souctu velikosti téchto
ahla
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Pfiloha. Axiomy eukleidovské geometrie
podle Hilbertova zpracovani

Némecky matematik David Hilbert vypracoval a v r.1899 vydal ¢lanek Grundlagen
der Geometrie, v némz systematicky vybudoval teorii tzv. eukleidovské geometrie, ij.
geometrie, jejiz zaklady vytvofil Eukleides ve 3. stoleti pfed nasim letopoctem.

Axiomy incidence se tykaji

— vztahu mezi bodem a pfimkou, ktery vyjadfujeme rdznymi zpusoby:
,bod lezi na pfimce®, ,pfimka prochazi bodem®, ,bod nalezi pfimce*,
,pfimka obsahuje bod®, ,bod a pfimka spolu inciduji“,

— vztahu mezi bodem a rovinou, ktery obvykle vyjadfujeme takto:
,bod lezi v roviné“, ,rovina prochazi bodem®, ,bod nalezi roviné®,
,fovina obsahuje bod*®, ,bod a rovina spolu inciduji*:

Kazdymi dvéma rdznymi body prochazi pravé jedna pfimka.

Na kazdé pfimce lezi aspon dva rlizné body.

Existuji tfi body, které nelezi v pfimce
(fikame, Ze tyto body nejsou kolinearni).

Kazdymi tfemi body, které nelezi v pfimce, prochazi pravé jedna
rovina.

Jestlize dva rizné body pfimky p lezi v roviné o, pak vSechny body pfimky p
lezi v roviné o .

|| | WIN=

I Jestlize dvé roviny obsahuji spolec¢ny bod, pak obsahuji jesté aspon jeden
dal$i bod.

1 7 Existuji Ctyfi body, které nelezi v roviné
(fikame, Ze tyto body nejsou komplanarni).

Pomoci axiomU incidence jsou zavedeny tyto (tzv.axiomatické) pojmy:
bod, pfimka, rovina, bod inciduje s pfimkou, bod inciduje s rovinou.

Axiomy usporadani se tykaji vztahu ,mezi“:
fikame napf., Zze ,bod C lezi mezi body A,B*, zapis: C u A,B
(jedna se o ternarni neboli trojélennou relaci v mnoziné vSech bodu):

Pro kazdé tfi body A,B,C plati: jestlize C p A,B , pak body A,B,C jsou
U1 |kolineari, kazdé dva z nich jsou navzajem riizné a plati, ze CuB,A .

U2 K?A kgédym dvéma navzajem riznym bodim A,B existuje takovy bod C , ze B
HAL.

us g kazdych tfi navzajem riznych bodu nejvySe jeden lezi mezi ostatnimi
véma.

U4 | Paschav axiom:

Pro kazdé tii nekolinearni body A,B,C a pro kazdou pfimku p , ktera neprochazi
Zadnym z nich, plati: existuje-li bod D pfimky p takovy, Ze D u A,B , pak existuje
bod E pfimky p , Zze E u B,C nebo existuje bod F pfimky p, ze F u A,C .

Poznamka k axiomu U 3 : plati, Ze z kazdych tfi navzdjem rdznych bodl pravé jeden
lezi mezi ostatnimi dvéma.

Poznamka k axiomu U 4 : da se dokazat, ze existuje pravé jeden z bodu E,F,
uvedeny v axiomu .
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Axiomy shodnosti tykaji se shodnosti Useéek :
fikame, Ze UsecCka AB je shodna s Useckou CD, zapis: AB=CD .
Pred zavedenim axiomU S je tfeba definovat pojmy: Usecka, polopfimka.

S 1 |Pro kazdé dva body plati, Ze AB = BA .

go |Pro kazdou Usecku AB a pro kazdou polopfimku —CD existuje pravé jeden
bod L polopfimky —-CD takovy, Ze CL=AB.

g3 |Pro kazde tfi usecky AB, CD, EF plati:
AB=CD A CD=EF = AB=EF .

S 4 |Prokazdé dvé trojice bodu A,B,C a A’,B’,C’ plati :
CuUABAC UA'B"AAC=A'C' A BC=BC = AB=AB".

Pro kazdé dvé trojice nekolinearnich boda A,B,C a A’, B, O plati:
S5 jestlize AB = A’B”, pak existuje prave jeden bod C’ takovy, ze
C'e -A'B'O A BC=B'C"AAC=zAC .

Pro kazdé dvé trojice nekolinearnich bodd A,B,C a A’,B’,C’ a pro kazdé
S6 |dva body P, P’ plati: AB=A'B” A BC=B’'C’ A AC=zA’C’' A
APuABAPLAB AAP=AP = CP=CP" .

Pomoci axiom( shodnosti je zaveden axiomaticky pojem: shodnost Usecek .

Axiomy spojitosti
A ... Archimedlv axiom, C... Cantoriv axiom
Pro zjednodu$eni formulace Archimedova axiomu je vhodné, aby byl dfive definovan
pojem ,n-nasobek Usecky“ a relace ,, > “ v mnoziné vSech usecek.

A |Pro kazdé dvé usecky AB, CD existuje takové pfirozené cCislo n , ze plati:
nAB>CD .

Pfed vyslovenim Cantorova axiomu je vhodné zavést pojem ,UseCky do sebe vnorené*.

c |Prunik vSech Usecek patficich mnoziné Usecek do sebe vnofenych obsahuje
alespon jeden bod.

Axiom rovnobéznosti
Pfed zavedenim axiomu rovnobéznosti je vhodné definovat pojem ,rovnobé&znost
primek".

R |Pro kazdy bod M a pro kazdou pfimku p existuje nejvyse jedna pfimka q,
ktera prochazi bodem M a je rovnobézna s pfimkou p .
(Danym bodem prochéazi nejvyse jedna rovnobézka s danou pfimkou.)

Axiom rovnobéZnosti ani axiomy spoijitosti nezavadéji Zadny novy axiomaticky pojem.

Axiom rovnobéznosti ma zvlastni vyznam:

- skupiny axioma LU,S,A,C,R (ij. v€etné axiomu rovnobéznosti) tvofi zaklad
axiomatického systému eukleidovské geometrie,

- pokud axiom rovnobéznosti neni pfipojen k uvedenym skupinam axioma |,U,S,A,C,
je takovym axiomatickym systémem dana obecnéjSi geometrie, nez je geometrie
eukleidovska, je to tzv. absolutni geometrie ,

- pokud je ke skupinam axiomt 1,U,S,A,C pfipojena negace axiomu R , vznika
zaklad axiomatického systému tzv. neeukleidovské geometrie.



