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Predmluva

Tato skripta jsou urcena predevsim studentim ucitelstvi 1. stupné. Obsahové odpovidaji kurzu
Geometrie s didaktikou II, kdy nékteré kapitoly zasahuji také do kurzu Geometrie
s didaktikou I. Skripta jsou zpracovana tak, aby zde student nasel vSe, co bude potiebné
k tspésnému splnéni kurzu. Primérnim cilem téchto skript je vytvofit dostatecné portfolio
uloh, na kterych budou demonstrovany riizné definice, véty a tvrzeni.

Kazda kapitola (vyjma kapitoly zabyvajici se konstruktivismem) obsahuje n¢kolik ¢asti
zamétenych na definice, zékladni znalosti, didaktické poznamky a feSené lohy. V zavéru
kapitoly je vzdy uvedeno nékolik naméti na tlohy. Ulohy oznadené hvézdickou nejsou ve
skriptech vyfeSeny a jejich vyfeSeni tak nechéva autor na Ctenafi. Komentaie na nékterych
mistech kapitol jsou psany tak, aby byla latka Ctenafi co nejvice srozumitelnd. V tomto
pripad€ neni mozné, aby dané komentare byly pln¢ ,,matematicky* korektni.

V zavéru skript je ptilozeny vzorovy zapoctovy test véetné jeho feSeni a série otazek, na
které¢ se predpoklada, ze bude student schopen po absolvovani kurzii Geometrie s didaktikou I
a II odpovédet. Zvladnutim téchto testl je ¢tendf na nejlepsi cesté k ziskani zapoctu a také
zkousky.

Stézejni literaturou pfi sestavovani téchto skript jsou Perny (2009), Perny (2010) a
Bélik (2005). Pokud byly nékteré obrazky stazeny z internetu, je u nich ¢islo v hranaté

zavorce a za seznamem literatury je uvedeny ptislusny odkaz.



Pouzité piktogramy

Definice
'Il Stézejni (dulezitd) Cast
‘7 K zamysleni

L]

./ Uloha, jejiz feSeni autor ponechdva ¢tendfi. Je-1i tento symbol pfed nadpisem
kapitoly, znamena to, Ze zddna zde zminéna loha neni autorem vytesena.

Uloha, kterou musi &tenaf bezpodmineéné zvladnout. Je-li tento symbol pied
nadpisem kapitoly, znamena to, ze ¢tendf by mél zvladnout vSechny ulohy
v této kapitole zminéné.

 ——
§ ———
 ——

Casové naro¢na uloha

&



1. Uvod

Geometrie, méricstvi, jest nauka o velicinach a utvarech prostorovych. Pojmii téchto utvari
nabyvame abstrakci z predmétii hmotnych’.

Vyjdeme-li z tohoto pojeti geometrie, dostaneme se k zakladnimu ucebnimu postupu na
prvnim stupni zékladni Skoly, kdy abstrakci musi vzdy pfechdzet prace s hmotnymi predmeéty.

Rozvoj schopnosti abstrakce je jednim z predpokladii tviirciho feSeni problému. Je nutné
si uvédomit, ze geometrie je pro zaky prvniho stupné velice obtizna, jelikoz nékteré
geometrické pojmy v realité neexistuji (abstraktni pojmy) a jsou pouze v nasem védomi.
Vezmeme-li v potaz fakt, Ze abstrakce se pln€ rozviji kolem jedenactého roku zivota jedince,
dostaneme se k zavéru, Ze snaha o abstrakci u zdkd prvniho stupné nemusi vzdy vést
k uspéchu. Geometrické predstavy a objekty lze obvykle jednoduSe graficky znazornit.
Mohou tak byt efektivnéjsimi nositeli nez verbalni nebo algebraicky symbolicky zapis.

Z obsahového hlediska je mozné ucivo geometrie na prvnim stupni rozdélit do ti
zékladnich slozek:

e Objekty, na které je zaméteny vyklad.

(rovnobéznost, kolmost, prazdny a neprazdny prinik), konstantni veli¢iny
(obsah, obvod) a rizné transformace (shodnost, stejnolehlost, skladani
zobrazeni).

e Metody, kterymi se ucivo zpracovava.

Pouzivaji se metody jako vektorova analyza, syntetickd metoda, kalkulativni
metoda aj.

e Prostor, ve kterém se pohybujeme.

Zpravidla se vychdzi pouze zprostori FEi, E> a E3 (jednorozmérny,
dvojrozmérny a trojrozmérny euklidovsky prostor).

Je jist¢ zfejmé, ze Ustfednim pojmem pii budovani geometrickych modelt je pojem
abstrakce a abstrak¢nich piechodt. Podrobny rozbor jednotlivych abstrakénich pfechodi je
popsan v kapitole 2. Konstruktivismus. Pro¢tenim této kapitoly:

e siosvojite nejdilezitéjsi teoretické pojmy a principy souvisejici s vyucovanim,
e porozumite zadkladnimu rozdilu mezi transmisivnim a Kkonstruktivistickym

vyucovanim,

! Ottiiv slovnik naucny, Geometrie, svazek 10, str. 34, (http:/ / www. archive. org/ stream/ ottvslovnknauniO2ottogoog#page/ n34/ mode/
2up)



e se seznamite se zakladnimi principy konstruktivistického pfistupu k vyucovani
matematice,
e osvojite si elementarni kompetence souvisejici s vyukou matematiky

konstruktivistickym zpiisobem.

2. Konstruktivismus

Na pocatku konstruktivistickych teorii a konstruktivismu jako celku stoji dvé vyznamné
osobnosti: Jean Piaget a Gaston Bachelard. Piaget své celoZivotni experimentovani shrnul
slovy: ,,Padesat let experimentovani nas naucilo, Ze neexistuje zddné poznani, které by bylo
vysledkem pouhého zaznamenavani pozorovaného a jez by nebylo strukturovano aktivitou
subjektu. AvSak (u Clov€ka) neexistuji ani Zadné apriorni ¢i vrozené struktury poznani —
dédicnou je jedin¢ sama Cinnost inteligence a z té se struktury rodi vylu¢né organizovanim
postupnych aktivit vykonavanych s predméty. Plyne ztoho, Ze epistemologie respektujici
psychogenetické danosti nemize byt ani empiristickd, ani preformisticka, miize byt chapana
jeding jako konstruktivismus, v némzZ jsou nové operace a struktury pribézné vytvareny* (J.
Piaget, in: Bertrand, 1998, s. 65-66).

Piaget zde v podstaté popsal pedagogicky konstruktivismus, ktery je chapan jako snaha o
piekonani transmisivniho vyucovani, jez je chapano jako piedavani definitivnich
vzdélavacich obsaht zdkim, ktefi jsou pfi tom odsouzeni do pasivni role jejich piijemct.
Postupné se tak dostdvame k pojmu didakticky konstruktivismus, jeZ je chdpan jako teorie,
ktera zdlrazinuje proces konstruovani poznatkt ucicim se subjektem.

Stehlikovd (Vondrova) a Cachovd (2006) na zékladé¢ konstruktivistického piistupu

stanovily pét tezi z pohledu ucitele, které je dilezité v hodinach dodrZzovat.

1. Ucitel probouzi zajem ditéte o matematiku a jeji poznavani.

2. Ucitel predklada zakim podnétna prostfedi (lohy a problémy) a vhodn€ s nimi
pracuje.
Uciteli jde predevsim o zadkovu aktivni ¢innost.

4. Ucitel nahlizi na chybu jako na vyvojové stadium zakova chapani matematiky a
impulz pro dalsi praci.

5. Ucitel se u zakl orientuje na diagnostiku porozuméni spiSe neZ na reprodukci

odpovedi.

Didakticky konstruktivismus dal podnét ke vzniku mechanismu poznavaciho procesu.



2.1 Mechanismus poznavaciho procesu

Timto mechanismem Ize popsat vytvaireni pojmd, které je dle Hejného a Kufiny (2009)
dlouhodobym procesem konstruovani poznatkl, kdy zakladem jsou dva kvalitativni zdvihy.
Tyto mechanismy je mozné najit dva. Jeden pied rokem 2001 a druhy po tomto roce. Druhy
mechanismus pozndvaciho procesu je obménou prvniho a lze jej najit naptiklad v habilita¢ni
praci doc. Jirotkové (2010). V téchto skriptech se zaméfime primarné na novejsi
mechanismus poznavaciho procesu. Ten pivodni zminime v zavéru a uvedeme zakladni
rozdil mezi témito mechanismy.

Cely mechanismus je zde popsan pomoci ¢tyf hladin a dvou hladinovych pfechodi, kdy
druhé hladina je nadale délena do péti podhladin (prvni poznani, dalsi modely, shlukovani

modeli, podstata stejnosti a obohacovani modela).

4. hladina Krystalizace
2. hladinovy prechod Abstrakéni zdvih
3. hladina Generické modely
1. hladinovy prechod Zobecnéni
2. hladina Izolované modely
1. hladina Motivace

V nésledujicim textu se zamétime na podrobny popis tohoto mechanismu a ukazeme si,

jak pomoci néj vylozit zakiim osovou soumernost.

1. hladina (Motivace)
Motivaci je rozpor mezi nezndm a chci znat. V piipadé osové soumérnosti je tak vhodné
motivovat jejim vyuzitim v bézném zivoté, kdy jedinec zjisti, Ze v postaté znd princip osové

soumérnosti. Vhodnou motivaci jsou také obrazky, které se stavaji izolovanymi modely.




'I' 2. hladina (Izolované modely)

Tyto modely lze rozdélit do péti podhladin.

a)

b)

d)

Prvni pozndni: prvnim poznanim je v naSem piipadé prvni obrazek, ktery détem
vyucujici (nebo n€kdo jiny) predstavi jako ptiklad osové soumérnosti jiz v ramci
motivace. Bude se tak jednat o prvotni setkani a zkuSenost s timto pojmem. Na tomto
piiklad¢ si zak vytvoii obraz o daném pojmu.

Dalsi modely: do této Casti zapadaji veSkeré dalSi modely, které jsou jedinci
predstaveny jako ptiklady osové soumérnosti. Jsou to pfesn¢ ty modely, které jsou
popsany jako izolované modely.

Shlukovani modelii: U osové soumérnosti se zaklim zacnou nékteré obrazky jevit jako
podobné na zdkladé nékterych jejich vlastnosti, které jest¢ neni schopen blize
specifikovat. Viz podobnost objektii zobrazenych u motivace.

Podstata stejnosti: Jedinec jiz pozna, na jakém principu pracuje ona podobnost
jednotlivych modeld. Je schopen fici, pro¢ si jsou dané obrazky podobné. Pozna tak
tedy, ze se jedna o obrazky osové soumérné podle urcité ,,Cary, kterou se pozdéji
nauci nazyvat osou soumernosti.

Obohacovani modelii: na zakladé nalezeni stejnosti z bodu ,,d*“ (v tomto bodé¢ dité
teprve vnima, co spojuje jednotlivé osové soumérné objekty) jedinec do svého
poznavaciho procesu a do své kognitivni struktury zatazuje dalsi modely spliujici

podminky osové soumérnosti.

Téchto pét podhladin prostupuji také modely piekvapivé, modely zdanlivé a ne-modely.

'I' Modely prekvapivé

Ptekvapivym modelem osové soumérnosti mize byt napiiklad nasledujici obrazek -

pokoje s loznici v pidorysu (nebudeme-li uvazovat dvere, protoze ty by osovou soumérnost

porusovaly), kdy na prvni pohled neni vidét, Ze se jednd o osov€é soumérny objekt. Jinym

ptikladem mize byt graf exponencidlni funkce a k ni pfikresleny graf jeji inverzni funkce.

[
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Modely zdanlivé
Zdanlivym modelem osové soumérnosti miize byt opét obrazek pokoje s loznici - s tim
rozdilem, ze nyni jiz dvefe budeme uvazovat. Cely obrazek nasvédcuje skutecnosti, Ze se

jedné o osové soumérny objekt, avsak pfti jeho bliz§im zkoumani zjistujeme, Ze neni.

Ne-modely

Ne-modelem je v pfipad€ osové soumérnosti obdélnik, kdy za ,,osu soumérnosti* bude
zvolena jeho uhlopticka. Tyto modely se ve vyuce vyuzivaji jako ukazka objekti, které nejsou
osove soumérné podle dané osy.

D C

3. hladina (Genericky model)
Genericky model je takovy model, ktery je prototypem bud’ vSech, nebo jen Casti izolovanych
modelid. U osové soumérnosti se miZe naptiklad jednat o ndvod, jak poznat, Ze dany obrazek
je osov€ soumérny, a na zakladé€ toho s nim také pracovat. Jedna se tedy o takovy model, na
kterém je jedinec schopen demonstrovat osovou soumérnost. Coz je mysleno tak, Ze tento
model zak aplikuje na vSechny izolované modely, a je schopen o nich fici, Ze se jedna o osové
soumérné objekty.

Téchto objektid mize existovat vice, pak zalezi na jejich uspotadani v kognitivni struktuie
jedince. Jeden ztéchto modeld je prehybani papiru. Druhy je zobrazen na nasledujicim
obrazku.

osa soumeérnosti

VZOr obraz

11



4. hladina (Krystalizace)
Celé poznani se dostava na abstrak¢ni uroven a na zaklad¢ krystalizace se propojuje na
pfedchozi védomosti. Jedinec jiZz piesné zna principy osové soumérnosti, je schopen s nimi

pracovat tak, Ze tyto principy aplikuje na vSechny ptfedchazejici modely.

1. hladinovy piechod (Zobecnéni)

Jedna se o kratky okamzik, kdy jedinec odhali zavislost vSech izolovanych modeli. Tento
ptechod je doprovazeny tzv. AHA efektem.

Poznamka: AHA efekt je pozorovatelny jev, kdy je ziejmé, Ze Zak pochopil princip dané
problematiky.

2. hladinovy prechod (Abstrakéni zdvih)
Jednd se o pfechod z abstrakéné nizs$i rovné na Uroven abstrakéné vyssi. Oproti prvnimu

hladinovému ptechodu je tento pfechod zdlouhavym procesem a je doprovazeny symbolizaci.

Pivodni mechanismus poznavaciho procesu
Na obrazku je déale znazornén ptivodni mechanismus poznavaciho procesu doprovazeny o
obrazky, charakterizujici jeho vyuziti pfi vyuce symbolu 3.

N

~ ]

i { | Abstraktni znalosti ‘ﬂ Krystalizace
Yed |
I 2. Abstrakéni zdvih

| e— Univerzalni model‘ &L

Vzor
1. Abstrakéni zdvih

%\» ]
| Motivace ) Separovane modely a0 & B Gl AR
¢

Mezi timto zpiisobem znézornéni a novym mechanismem je n¢kolik rozdili:

- separované modely jsou nadale ozna¢ované jako izolované modely,
- univerzalni model je nadale ozna¢ovan jako genericky model,
- abstrak¢ni zdvihy jsou nazyvany hladinovymi pfechody,

- vnovém mechanismu neni zminény pojem vzor.

12



Pravé pojem vzor je divodem, pro¢ zde zminujeme také tento mechanismus poznévaciho

procesu. Demonstrujme si problematiku vzoru na piiklad¢, kdy chceme Zaka naucit pracovat

se symbolem 3.

Zprvu jsou zakovi predkladany separované modely v podobé trojic objektd s tim, ze zak

ma najit jejich spoleény znak. Ocekava se, ze zak pouzije prsty (univerzalni model) na to, aby

zjistil, ze mu vzdy staci ti1 ke spocteni téchto objektl. Pokud se to zakovi povede, dostava se

prostfednictvim prvniho abstrakéniho zdvihu na Groven univerzalniho modelu. Pokud se mu

to nepovede a ucitel mu poradi (pfedd mu vzor), dostava se zak na pozici vzor, kterd nema

vahu univerzalniho modelu.

Pokud se néco podobného stane, jsou dvé moznosti, jak nadale postupovat:

1.

-~

<

S

§ ———
o ———
§ ———
*~9

-~

pravidelnym opakovanim si zdk tento vzor zvnitini (bude jej povazovat za sviij) a
dojde k oziveni vzoru na univerzalni model,

74k se vrati na iroven separovanych modelll a sam si najde jiny univerzalni model.

2.1.1 Ulohy k zamySleni

Jaky je zékladni rozdil mezi prvnim a druhym hladinovym pfechodem?

Je motivace diilezitd pouze na zacatku hodiny nebo je nutné ji podporovat v priabehu
celého vykladu?

Pokuste se popsat vyklad aritmetické posloupnosti pomoci vyse popsaného modelu.
Jak by vypadal ne-model, model a zdanlivy model u aritmetické posloupnosti?

Jak by vypadal ne-model, model a zdanlivy model u sttedové soumérnosti?

Popiste zakladni rozdily mezi prvnim a druhym mechanismem poznavaciho procesu
(pro zodpovézeni otdzky je nutné Cerpat z literatury v ptiloze).

Co muize byt generickym modelem pii pocitani?

8. Coje AHA-efekt?
9. Co je vzorem v mechanismu poznavaciho procesu?
? 10. K ¢emu u ditéte vede predkladani vzort ucitelem?

13



3. Zobrazeni

Dftive nez budeme definovat pojem zobrazeni, zopakujme si pojmy kartézsky soucin a relace.

Definice (kartézsky soucin) (Perny, 2010)
Kartézsky souc¢in mnozin 4 x B je mnozina vSech uspotrddanych dvojic, kde prvni prvek z této
dvojice je prvkem mnoziny 4 a druhy prvek je prvkem mnoziny B.

AxB:{[a,b];aeA/\beB}.

Definice (relace)
Relace z mnoziny 4 do mnoziny B (znac¢ime ARB nebo R(AB)) je podmnoZinou kartézského

souCinu Rc AxB.

Definice (zobrazeni) (Bélik, 2005)

Relace z mnoziny 4 do mnoziny B se nazyva zobrazeni z mnoziny 4 do mnoziny B pravé
tehdy, kdyz kazdy prvek z mnoziny A je prvnim prvkem nejvySe jedné uspotadané dvojice
[a,b],kde ac ANbeB.

Plati: (Vae A,Vb,b'’e B),[a,b]e RA[a,b'leR=>b=b

Zobrazeni se nazyva prosté (injektivni) pravé tehdy, kdyz kazdy prvek z mnoziny B bude
obrazem nejvyse jednoho prvku mnoziny A. Jinymi slovy: zobrazeni se nazyva prosté praveé
tehdy, kdyz kazdé dva rtizné vzory se zobrazi na dva rizné obrazy.

Prvkiim z mnoziny A, které vstupuji do zobrazeni, fikame vzory (tvoti prvni obor relace
neboli definiéni obor) a prvkiim, které ze zobrazeni vychazeji, fikdme obrazy (tvoii druhy

obor relace neboli obor hodnot).

Definice: (Perny, 2010)

M¢éjme déano zobrazeni Zz mnoziny 4 do mnoZziny B. Prvni obor relace Zje mnozina
0,(2)= {a € A; (Ab e B);la,bleZ } a nazyvame ji defini¢ni obor zobrazeni Z. Druhy obor
relace Zje mnozina OZ(Z):{beB;(HaeA);[a,b]eZ} a nazyvame ji oborem hodnot

zobrazeni Z.
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Zobrazeni je mozné zapisovat tiemi zpusoby:
- uzlovy graf — graf na obrazku nize. Z kazdého bodu mnoziny A4 vychazi nejvyse jedna
spojnice do mnoziny B;
- kartézsky graf — rysuje se pomoci kartézské soustavy souradnic. Na kolmici z kazdého
bodu na ose x je nejvyse jeden bod,
- vypisem usporddanych dvojic prvkl. Relace na nasledujicim obrazku by vypisem
prvki vypadala nésledovné:
e neni zobrazeni {[a;1], [a;2], [¢,3]}
e je zobrazeni, ale neni prosté {[a;1], [b;a], [c,3]}

e prosté zobrazeni {[a;2], [b;3], [c,1]}

A B A B A B
=1 | =
| 1 i
4]
Neni zobrazeni Je zobrazeni, ale Prosté zobrazeni

neni prosté

¢ *
1 * 1 ® ¢ 1 o
a b ¢ A a b ¢ A a b ¢ A
Neni zobrazeni Je zobrazeni, ale Prosté zobrazeni

neni prosté

3.1 Mozna zobrazeni mezi mnozinami

Tato zobrazeni popisSeme slovn€, pomoci prvniho a druhého oboru relace, grafem a pomoci

vhodné tlohy srozumitelné pro Zéka zékladni Skoly.
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a) Zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B

Toto zobrazeni existuje pouze v ptipad¢, kdy plati O,(R)=A4AA0,(R)=B.
A B A B

e
N I

A

Prosté Neni prosté

Piiklad (prosté zobrazeni):
Pani ucitelka rozdava détem bonbdény. V bonboniéie ma stejny pocet bonbont, jako je

pocet déti, a kazdé¢ dité dostane praveé jeden bonbon.

Priklad (zobrazeni, které neni prosté):
Pani ucitelka rozdava détem bonbony. V bonboniéte je vétsi pocet bonbonitl, nez je pocet
déti a pani uclitelka rozda vSechny bonbony (kazdé dit¢ dostane bonbdn, ale nékteré jich

dostane vice).

b) Zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B

Toto zobrazeni je mozné pouze v ptipadé, kdy platiO,(R)=AAO,(R)c B.

A B A B
\| i

Proste Neni prosté

Piiklad (prosté zobrazeni)
Maminka koupila svym tfem détem nanuky. OvSem jeden z nich zapomn¢la v ndkupnim

kosiku. Jedno dité tak nemélo nanuk.

Piiklad (zobrazeni, které neni prosté)
Maminka koupila svym tiem détem nanuky. Nejstar§i zlobilo, a tak zadny nanuk

nedostalo. Oproti tomu nejmladsi bylo pochvaleno a dostalo hned dva.
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¢) Zobrazeni z mnoZiny 4 na mnoZinu B

Toto zobrazeni je moZzné pouze v pripadé, kdy platiO,(R) c A~ O,(R)=B.

| M

Prosté Neni prosteé

Priklad (prosté zobrazeni)
Maminka koupila ¢tyfi nanuky. ProtoZze ma jen dvé déti, dva nanuky jim dala a dva ji

zustaly.

Piiklad (zobrazeni, které neni prosté)
Maminka koupila ¢tyfi nanuky. Kazdému ze svych dvou déti dala po jednom, a protoze

Anicka dostala jenicku z matematiky, dostala o jeden nanuk vice.

d) Zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B

Toto zobrazeni je mozné pouze v ptipadé, kdy platiO,(R) =« A A O,(R) c B.

A B A B
\ [P '
|
Prosté Neni proste

Piiklad (prosté zobrazeni)

Pani ucitelka rozdavala détem odmény za jednicky. Méla jich pfipravenych dost pro
kazdého zéka, ale protoze jedni¢ku dostala jen polovina déti, pak také pouze polovina dostala
odménu.

Priklad (zobrazeni, které neni prosté)

Pani ucitelka rozdavala détem odmény za jedniCky. Méla jich ptipravenych dost pro

kazdého zéka, ale protoze jedni¢ku dostala jen polovina déti, pak také pouze polovina dostala

odménu. JelikoZ Pepicek dostal dvé jednicky, dostal také dvé odmény.
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Plati:
0 Je-li zobrazeni Z prosté, pak k nému existuje zobrazeni inverzni Z-/.

0 Neni-li zobrazeni Z prosté, pak k nému neexistuje zobrazeni inverzni Z-/.

S pojmem zobrazeni izce souvisi pojem ekvivalence mnoZin.

Definice
Mnoziny A a B jsou navzajem ekvivalentni praveé tehdy, kdyz existuje prosté zobrazeni

mnoziny A na mnozinu B. Zapisujeme A= B.

Plati:
o0 ,Ekvivalence v mnozin€ M je relace, ktera je v této mnozing reflexivni, symetricka a
tranzitivni* (Bélik, 2005).
0 Relace 4 = Bje relaci ekvivalence na tfidé vSech mnozin.
0 Kazda relace ekvivalence rozkladd mnozinu na niz je definovdna na tfidy navzajem

ekvivalentnich prvkd.

Didakticka poznamka: Vyznam vyse zminénych tii vét je mozné formulovat také nasledovné:
mnoziny jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz maji stejny pocet prvkil a existuje zobrazeni
jedné mnoZiny na druhou (plati pro kone¢né mnoziny). V kazdé tfid¢ rozkladu tak budou
mnoziny o stejném poctu prvkil. S témito pojmy zak intuitivné pracuje. Jiz do prvniho ro¢niku
zékladni skoly je mozné zaradit ulohy, kdy Zak spojuje mnoziny o stejném poctu prvkia viz.

obrazek.

Aby bylo zobrazeni vzdjemné jednoznacné (bijektivni), musi byt prosté (injektivni) a na

mnoZinu (surjektivni).




\ 4

\ 4

Definice (injekce) (Matousek, 2007)
Necht’ 4, B jsou dvé rtizné mnoziny. Zobrazeni Z: A — B se nazyva injekce, nebo téz prosté

zobrazeni, jestlize (Vb € B)(Va,a’'e A)(Z(a)=bArZ(a)=b=>a=a’).

Definice (surjekce) (Matousek, 2007)
Necht' 4, B jsou dv¢ rtizné mnoziny. Zobrazeni Z: A — B se nazyva surjekce, nebo téz

zobrazeni na mnozinu B, pokud O2(Z) = B.

Definice (bijekce) (Matousek, 2007)
Zobrazeni Z: A — B se nazyva bijekce, bijektivni nebo téz vzijemné jednoznacné zobrazeni

z mnoziny 4 na mnozinu B prave tehdy, kdyz je injekce a soucasné surjekce.

Z definic injekce a surjekce ihned plyne, Ze mame-li dvé riizné mnozZiny 4, B a zobrazeni
Z: A — B, které je bijekci, pak inverzni relace Z” k relaci Z je opét zobrazenim. Rikame, Ze
zobrazeni Z! je inverzni zobrazeni k zobrazeni Z.

Jelikoz zobrazeni je specifickym piipadem relace, definujeme skladani zobrazeni

obdobng, jako sklddani relaci.

Definice (skladani zobrazeni)
M¢jme dany tfi rizné mnoziny 4, B, C a zobrazeni Z;: A — B, Z>: B — C. Slozenim téchto
dvou zobrazeni ziskame relaci Z3 = Z; o Z2, ktera je opét zobrazeni a plati Z3: 4 — C. Toto

zobrazeni je dano predpisem (Va e A)(Z,0 Z,)(a)=Z,(Z,(a))).

V pripadé mnozZiny vSech bijekci na mnoZiné A4 plati:
Skladani zobrazeni ma tyto vlastnosti:

O je asociativni,

0 ma neutralni prvek (timto neutralnim prvkem je identita),
0 Ke kazdému zobrazeni existuje inverzni zobrazeni,
(0]

neni komutativni.

Definice (Perny, 2009)

Pokud plati, ze Z o Z = I pak zobrazeni Z se nazyva involutorni. Musi platit, ze Z # I .
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AP R R

Plati:
0 JestliZze jsou prvky O:R a O:R ¢isla, pak dané zobrazeni nazyvame funkce.
0 Jestlize jsou prvky O:R a O:R mnoZziny bodi (geometrické objekty), nazyvame toto

zobrazeni geometrické.

3.1.1 Ulohy k procviéeni

1. Na mnoziné¢ X = {1,2,3,4,5,6,7} je dana relace R={(x,y)eX><X;x|y } Zapiste R
vyctem prvki. Urcete prvni a druhy obor relace. Naleznéte inverzni relaci.

2. Necht R:={(1,2),(1,6),(2,4),(3,4),(3,6),(3,8) }, R2={ (2, u), (4, 9), (4, 1), (6, 1), (8,
u) }. Zapiste vy¢tem prvki relace R7;, Rz, R2 °Ri, (R2 °Ri), R ° R 2.

3. Zakreslete zobrazeni z mnoziny 4 na mnozinu B pomoci kartézského grafu. Zadani mnozin
A a B ponechavame Ctenafi. Vymyslete tlohu, na které budete tuto ulohu prezentovat ditcti
prvniho stupné zékladni Skoly.

4. Zapiste zobrazeni mnoziny 4 do mnoziny B vyctem prvkl. Zaddni mnozin 4 a B
ponechavame ¢tenafi. Vymyslete ulohu, na které budete tento ptiklad prezentovat ditéti
prvniho stupné zakladni skoly.

5. Zakreslete zobrazeni z mnoziny 4 na mnozinu B pomoci uzlového grafu. Zadani mnozin 4
a B ponechavame Ctenafi. Vymyslete tlohu, na které budete tento piiklad prezentovat ditéti

prvniho stupné zakladni Skoly.

3.2 Shodna zobrazeni a riizné typy shodnosti v roviné

Definice (Bélik, 2005)

Prosté zobrazeni v rovin€ se nazyva shodnym zobrazenim v rovin€ nebo kratce shodnosti
pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva body X, Y této roviny a jejich obrazy Z(X) = X', Z(Y) = Y’
plati XY = XY tedy |X'Y'|=|XY], tj. shodnost zachovava délku usecky.

Zakladni pojmy
Geometrickym zobrazenim Z v roviné nazyvame zobrazeni dané roviny na sebe sama, které
kazdému body X této roviny pfifadi pravé jeden bod X~ ztéze roviny. Bod X nazyvame

vzorem a bod X’ obrazem. Zapisujeme Z: X—X".
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SamodruZzny bod

je takovy bod, pro ktery plati X' = X". Jedna se o bod, ktery se zobrazi sdim na sebe.
SamodruZny utvar

je utvar, pro ktery plati U= U’. Jedna se o utvar, ktery se zobrazi sdm na sebe.
Identita (identické zobrazeni)

je zobrazeni, ve kterém je kazdy bod samodruzny.

Plati:

0 Obrazem polopfimky je polopfimka a obrazem opacnych polopiimek jsou opacné
poloptimky.

0 Obrazem piimky je pfimka a obrazem rovnobéznych piimek jsou znovu rovnobézné
pfimky.

0 Obrazem poloroviny je polorovina a obrazem opacnych polorovin jsou opacné
poloroviny.

0 Obrazem uhlu je thel s nim shodny.

Shodnost utvari: Dva utvary jsou shodné pravé tehdy, kdyz existuje shodné zobrazeni

jednoho na druhy, tedy Z(U;) = U.. (Bélik, 2005)

3.2.1 Osova soumérnost

Definice (Bocek, 1980)
Je dana pfimka o. Osova soumérnost s osou o je shodné zobrazeni O(o), které ptifazuje:
1. Kazdému bodu X nelezicimu na ose o bod X” tak, ze ptimka o je osou usecky XX .

2. Kazdému bodu Y lezicimu na ose o bod Y’ =Y.

Oznaceni Ofo]. Velké O symbolizuje osovou soumérnost, malé o znaci, podle ceho
zobrazujeme (jedna se o popisek osy, podle které zobrazujeme).

Uréenost: Osova soumérnost je ur¢ena osou o.

Samodruzné body: vSechny body na ose o.

Samodruzné objekty: samotna osa, pfimky k této ose kolmé, roviny, ve které tato osa lezi

ap.
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Vlastnosti 0sové soumeérnosti:

e Zachovava rovnobéznost.
e Zachovava délici pomér.

e (Obrazem usecky je usecka s ni shodna.

VyuZiti osové soumérnosti

e Dtkazy o vlastnostech geometrickych ttvarg.

o Konstrukce nékterych geometrickych utvart.

ReSena uloha

» ——
§ ———
» ——

Zobrazte ¢tverec KLMN v osové soumérnosti podle osy o.
Postup konstrukce (slovni popis)
1. Vedeme kolmici k ose o prochazejici bodem K. Vznikne bod P;.
2. Naneseme usecku KP; na opa¢nou polopfimku « P;K. Vznikne bod K'. Plati, Ze

|KR| = |R K | . Toto ptenasSeni vzdalenosti provadime pomoci kruzitka.

3. Postup opakujeme pro vSechny vrcholy ¢tverce KLMN.

ReSena uloha

Rozhodnéte, které z nasledujicich Gtvarh jsou osové soumérné, a kolik maji os soumérnosti.

DO O

a) Jedna osa soumérnosti b) neni osoveé soumérny c¢) Sest os soumérnosti d) nekone¢né mnoho

» ——
§ ———
» ——
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Didakticka poznamka: budete-li zadavat ulohu zaloZenou na osové soumeérnosti, pak je nutné
také nacrtek (na tabuli nebo do papiru). Pokud toto neudeélate, Zaci témeér s jistotou vymysli
zadani, které nebude resitelné nebo se na papir nevejde. Melo by platit, Zze nacrtek by mél

obsahovat vsechny specialni viastnosti uvedené v zadani, ale nic dalsiho navic.

3.2.1.1. Skladani osovych soumérnosti

Poznamka: Doporucujeme procteni této kapitoly az po precteni celé podkapitoly 3.2, jelikoz

se zde pracuje s pojmy, které doposud nebyly vysvétleny.

Kazdou shodnost v roviné Ize vyjadtit pomoci skladani maximalné tfi osovych soumérnosti.
Nadéale uvadime piiklady shodnych zobrazeni vzniklych pomoci skladdni osovych

soumeérnosti.

1. Posunuti
Posunuti je mozné ziskat pomoci dvou rovnobéznych os soumérnosti. Velikost vektoru

posunuti bude dvojnasobnd, nez je vzdalenost téchto os.

ReSena uloha:

Posuiite ¢tverec KLMN o vektor AB pomoci sklddani os soumérnosti.

O1 02
N N M M M N’
3
1
1
1
1
1
1
1
1
d
K K~ L L L K
A —ep
k
2k

Pii konstrukci postupujeme tak, ze nejdiive zobrazime ctverec KLMN podle osy o: a
ziskame ¢tverec K'L'M’'N’. Nasledné jej zobrazime Ctverec K'L'M N’ podle osy o2 a ziskame

vysledny ¢tverec KL "M 'N"".

2. Identita

Identitu je mozné ziskat pomoci dvou totoznych os soumérnosti.
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Resen4 iiloha
M¢éjme dan ¢tverec KLMN. Vytvotte identitu pomoci skladani os soumérnosti.

0o1=02

N=N" M=M" M’ N’

Postup: pievratime ¢tverec KLMN podle osy o: a nasledné jej prevratime zpét podle téZe osy.

3. Otoceni

Otoceni je mozné ziskat slozenim dvou rtznobéznych os soumérnosti. OtoCeni bude mit

dvojnésobny uhel, nez sviraji tyto dvé osy.

ReSena uloha

Otocte ¢tverec KLMN podle bodu S o uhel 30°.

N M V tomto pripadé je nutné, abychom zobrazovali
~
nejdiive podle osy o; a nasledné podle osy o0.. Pokud
Ny bychom zvolili opacny postup, byl by vysledny uhel
otoceni o= -30°.
K TilL 02
o L
N M’

4. Stredova soumérnost
Stfedovou soumérnost ziskdme slozenim dvou osovych soumérnosti s kolmymi osami.

V tomto ptipad¢ nezédlezi na potadi, ve kterém budeme osové soumérnosti (zobrazeni)
skladat.
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Resen4 iiloha
Zobrazte ¢tverec KLMN podle bodu A.

V tomto ptipadé neni podstatné, zda

02
N M N o o-- M
: - zobrazujeme nejdrive podle osy o nebo
1 1
1 1
| ! 0Sy 02.
! .
K L A & Il- 77T 1" o1
< 4
r--=-==-==" L K L
: |
1 1
1 1
1 1
1 1
i :
T i N M

5. Posunuta soumérnost
Posunuta soumérnost vznikne sloZzenim tfi osovych soumérnosti, kde jsou dvé osy rovnobeézné

a tieti osa je na né kolma.

Resen4 iiloha:
M¢jme danu osu o a vektor AB . Zobrazte &tverec KLMN v posunuté soumérnosti, kterd je

dana osou o a vektorem AB za pomoci sklddani os souméernosti.

N M
o2 [
A \B
—
K] L
o1
________ oL LK
K L T —
1 1 1 1
1 1 1 1
' 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 I 1 1
e e e - - 1 1 [ B
N M N M M N

Pti konstrukci jsme ve skladani os postupovali v potadi o1, 02, 03.
Plati:
0 Slozenim sudého poctu osovych soumérnosti vznikne pifima shodnost.

0 Slozenim lichého poctu osovych soumérnosti vznikne neptima shodnost.
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3.2.2 Stredova soumérnost

Definice (Bocek, 1980)

Stfedova soumérnost se sttedem S je shodné zobrazeni v roviné, které je dano predpisem:
1. Bod S se zobrazi sam na sebe (Z(S) =S").

2. Kazdému bodu X # S piifazujeme bod X roviny takovy, ktery lezi na polopiimce opacné

k poloptimce —SX, kdy plati, Ze bod S je mezi body X a X', tedy |SX]|=|SX"|.

Oznaceni S/S/. Prvni S symbolizuje sttedovou soumérnost a druhé bod, podle kterého ji
provadime.

Urcenost: sttedem S

Samodruzné body: pouze bod S.

Samodruzné objekty: ptimky prochazejici bodem S, roviny, v kterych lezi bod S.

Plati, ze utvary, které jsou sttedoveé soumérné nazyvame utvary stifedové soumérné.
Vlastnosti stifedové soumérnosti:

e Zachovéva rovnobéZznost.
e Zachovava délici pomér.
e Obrazem usecky je usecka s ni shodna a rovnobézna.

e Obrazem pfimky je pfimka s ni rovnob&zna.
VyuZiti stifedové soumérnosti

e Ditkazy o vlastnostech geometrickych ttvarg.

e Konstrukce nékterych geometrickych utvart.

ReSena uloha

Zobrazte ¢tverec KLMN ve stiedové souméernosti podle bodu S.

Postup konstrukce (slovni popis)
- Narysujeme polopiimku —KS.
- Naneseme usecku KS na opacnou polopiimku «SK. Vznikne bod K. Plati |KS| = |SK |

Toto pienaseni vzdalenosti provadime pomoci kruzitka.

- Postup opakujeme pro vSechny vrcholy ¢tverce KLMN.
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' ' ' ReSena tloha

Rozhodnéte, které z nasledujicich ttvart jsou sttedoveé soumérné.
a) : b) :‘ i c) j i CDO
a) Ano b) Ne c) Ne d) Ano

'Il 3.2.3 Posunuti

Definice (Bocek, 1980)

Posunuti o vektor XX'je shodné zobrazeni v roving, pro které plati, ze kazdému bodu A

ptifadi bod 4" takovy, Ze Ad'= XX

Oznaceni T/XX'/. Pismeno 7 symbolizuje posunuti (translaci) a body XX vektor posunuti.
Urcenost: Vektorem (smérem a velikosti)

Samodruzné body: zadné (v piipad€ nenulového vektoru posunuti).

SamodruZzné objekty: piimky rovnobézné se smérem posunuti.

Vlastnosti posunuti:

e Zachovava rovnobéznost.
e Zachovava délici pomeér.
e Obrazem usecky je usecka s ni shodna.

e Obrazem pfimky je pfimka s ni rovnobéZna nebo totozna.
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VyuZiti posunuti

e Konstrukce nekterych geometrickych ttvart.

ReSena uloha

Posunte ¢tverec KLMN o vektor KM.

N M’
Postup konstrukce (slovni popis)
- Narysujeme vektor KM.
- Pfesuneme tento vektor do kazdého vrcholu ¢tverce KLMN.
- Oznac¢ime vysledné body. N = L
K L
3.2.4 Otoceni

Definice (Bocek, 1980)

Otoceni se sttedem S a tthlem « je shodné zobrazeni, pro které plati:

1. Bodu S ptitadime bod S, pro ktery plati S = S".

2. Bodu X # § ptifadime bod X" dané roviny, pro ktery plati, ze |SX| = |SX’| a orientovany
uhel XSX’ ma velikost a.

Oznaceni R[S, a/. Pismeno R symbolizuje otoCeni (rotaci), bod S stted, podle kterého
ota¢ime a a uhel, o ktery otac¢ime.

Urcenost: sttedem a tthlem

Samodruzné body: pouze stied S (v pfipad€, Ze otoCeni neni celociselnymi nasobky thlu
360°)

Samodruzné objekty: obecné zadny
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Vlastnosti otoceni:

e Zachovava rovnobéznost.
e Zachovava délici pomér.

e (Obrazem usecky je usecka s ni shodna.

VyuZiti otoceni:

e Dikazy o vlastnostech geometrickych utvart.

e Konstrukce nékterych geometrickych utvart.

ReSena uloha

Otodte tsecku 4B o uhel 40° kolem bodu C.

Postup konstrukce (slovni popis)

- Narysujeme polopiimku CA.

- Sestrojime polopiimu —CA " tak, aby platilo [4CA | = 40°.

- Pfeneseme vzdalenost CA na polopiimku CA " tak, aby platilo |CA| = |CA"|.
- Postup opakujeme pro bod B.

3.2.5 Posunuta soumérnost

Definice [1]
Geometrické zobrazeni v roving, které vznika sloZzenim osové soumérnosti a posunuti podél

této osy se nazyva posunuta soumérnost.

Urcenost: osou soumérnosti a vektorem posunuti.
SamodruZzné body: posunutd soumérnost nemé zadné samodruzné body.

SamodruZzné objekty: Zadné samodruzné objekty

Poznamka: Toto skladani je komutativni, poradi sklddani osové soumérnosti a posunuti neni

rozhodujici (viz nasledujici uloha).
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ReSena uloha

Zobrazte ¢tverec KLMN v posunuté soumérnosti, ktera je dana osou o a vektorem AB .

Popis konstrukce
- Ctverec KLMN nejdtive zobrazeni podle osy o (posuneme o vektor AB ). Ziskame Ctverec
KL'MN (K"'L"'M"'N"").

- Nasledné ¢tverec posuneme o vektor AB (zobrazime podle osy o) a ziskame Ctverec

K”L”M”N”.
M M
N R r-=—=-=-==== A
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
' :
I L]
K7L oo e e = = = 4L
K L A \B o
o
K I KT L
e == ===
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
' :
I L]
L e e e e e = = d
N M N M

'Il 3.2.6 Zakladni vlastnosti shodnych zobrazeni

e Obrazem kazdé Gsecky 4B je GseCka A'B’s ni shodna (|4'B'|=|4B|).

e Obrazy rovnobéznych pifimek jsou rovnobézné piimky, tj. shodnost zachovava
rovnobéznost.

e Obrazem kazdého trojuhelnika ABC je trojuhelnik A'B'C' s nim shodny.

e Shodnd zobrazeni v roviné spole¢n¢ s operaci skladani tvoii nekomutativni grupu.
'Il Rozdéleni shodnosti

o Prima shodnost — vzor a obraz jsou zobrazeny v pifimé shodnosti pravé tehdy, kdyz
maji shodnou orientaci bodt:
o identita,
o posunuti (translace),
o otoceni (rotace),

o stfedova soumeérnost.

30



e Nepiima shodnost - vzor a obraz jsou zobrazeny v neptfimé shodnosti praveé tehdy,
kdyz nemaji shodnou orientaci bodii:
0 o0sova soumernost,

0 posunuta soumérnost.

[2]

Poznamka: Primou shodnost je mozné détem predat pomoci papiru, kde na jedné strané je
velke pismeno A (pripadné obrazek) a na druhé pismeno B (pripadné jiny obrazek). V primé
shodnosti bude vzdy vidét pismeno A (nedojde k prevrdceni papiru). V neprimé shodnosti

bude misto pismene A vidét pismeno B.

Plati:
0 Slozenim p¥imych shodnosti vznikne pFima shodnost.
0 Slozenim sudého poctu nepfimych shodnosti vznikne pFiméa shodnost.

0 Slozenim lichého poctu nepiimych shodnosti vznikne nepiima shodnost.

Véty o shodnosti trojihelniki
e JVéta sss (strana, strana, strana)
Kazdé¢ dva trojuhelniky jsou shodné, jestlize se shoduji ve tfech strandch.
e Veéta sus (strama, thel, strana)
Kazdé dva trojuhelniky jsou shodné, jestlize se shoduji ve dvou strandch a Uhlu jimi
sevieném.
e JVéta usu (Uhel, strana, thel)
Kazdé dva trojuhelniky jsou shodné, jestlize se shoduji v jedné stran¢ a ve dvou uhlech k ni

prilehlych, jsou shodné
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,,,,,, 1. Uréete shodné obrazce

Bl |7 nQ I ; a) Které obrazce jsou osové soumérné?

b) Které obrazce jsou stiedové soumérné.

2. V rovin€ zvolte 6 riznych bodt K, L, M, N, O, P.

Narysujte jejich obrazy v osové soumérnosti s osou o = ¢«» LO. Body volte tak, aby:
a) obrazy bodl K, M lezely ve stejné poloroving s hrani¢ni ptimkou o jako body N, P,
b) obrazy bodii K, M lezely v opacné poloroviné s hrani¢ni pfimkou o, nez body N, P,

¢) body K, M, N, P byly samodruzné.

3. Sestrojte obraz libovolného obdélniku ABCD v osové soumérnosti s osou o, ktera prochazi:
a) body 4B,

b) s obdélnikem ma spole¢ny pouze bod C,

c) body 4C.

4. Sestrojte obraz ptfimky p v osové soumérnosti s osou o, jestlize ptimky p a o jsou:
a) rovnob¢zné a nejsou totozné,

b) totozné,

¢) na sebe kolmé,

d) riznobézné.

5. Sestrojte obraz dané Usecky ve stitedové soumérnosti s danym sttedem S, jestlize
a) bod S na této usecce nelezi,
b) bod § je jejim krajnim bodem,

c¢) bod S je jejim vnitfnim bodem.
6. Narysujte pravidelny Sestithelnik ABCDEF se stranou délky 3 cm. Sestrojte jeho obraz ve

sttedové soumérnosti se stfedem A. Proved’te stejnou konstrukci pomoci skladani os

soumernosti.
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7. Jsou dany tfi razné body 4, B, C, které nelezi v ptfimce. V posunuti ur¢eném orientovanou
useckou 4B sestrojte obraz

a) useCky AC,

b) bodu C,

¢) ptimky BC.

8. Je dan obdélnik KLMN k = 2,8 cm, [ = 1,8 cm. Sestrojte jeho obraz KL M 'N'v posunuti
daném orientovanou useckou KM. Dale sestrojte obraz K L~ M N~ obdélniku KL MN'v

0soveE soumernosti s osou 0, 0 = «»KL.

9. Je dan ¢tverec ABCD a =5 cm. Bod § je prisecik uhlopfic¢ek ¢tverce. Sestrojte kruznici k,
ktera je urCena bodem S a polomérem 2 cm. Bod X lezi na polopfimce A4S /AX/ = 8 cm.
Obrazec otocte:

a) podle bodu A o uhel + 45°,

b) podle bodu B o uhel + 90°,

c¢) podle bodu S o thel —45°,

d) podle bodu S o thel + 90°,

e) podle bodu X o thel - 90°,

f) podle bodu X o thel + 180°.

10. Je dan obdélnik ABCD A = [ -5; -3] B = [-1; -3] C = [-1; +1] D = [-5; +1]. Déle zndme
body M = [ -3; -2] N = [ +1; +3]. Sestrojte obdélnik sttedové soumérny podle bodu M, nové
vznikly obdélnik zobrazte ve sttedové soumérnosti podle bodu N a nakonec posledné vznikly
obdélnik zobrazte sttedové soumérny podle bodu O. ZapiSte souiadnice nové vzniklych

obrazcu.

11. Kolik sttedovych a osovych soumérnosti ma
a) tetraedr,

b) pravidelny ¢tyiboky jehlan,

¢) pravidelny trojboky hranol,

d) rotacni kuzel,

e) koule?
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12. Je dén trojuhelnik ABC A = [ -4; -2] B=[-1; +2] C =[ +2; +1]. Dale zname body
K =1[-3;-2], L =[ +1; 0], M = [ 0; 0]. Sestrojte trojuhelnik v osové soumérnosti podle pifimky
KL. Nové vznikly trojuhelnik zobrazte ve stfedové soumérnosti podle bodu M. Posledni

vznikly trojihelnik zobrazte v posunuti KM.

13. Reste ulohy 7 — 11 pomoci skladani os soumé&rnosti.
14. Které soumérnosti jsou piimé a které nepiimé?

15. Jakou soumérnost ziskdme sloZenim:

a) sudého poctu ptimych shodnosti,

b) sudého poctu nepiimych shodnosti,

¢) lichého poctu ptimych shodnosti,

d) lichého poctu neptimych shodnosti?

3.3 Podobna zobrazeni

Definice (Perny, 2009)
Prosté zobrazeni Z se nazyva podobné pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva rizné body 4, B a
jejich obrazy Z(4) = A’, Z(B) = B’ plati |A'B’| = k. |AB|, kde k je kladné redlné Cislo a nazyva

se pomér podobnosti.

Plati:
0 Je-li k<1 hovofime o zmenS$eni.
0 Je-li k=1 hovofime o shodnosti.

0 Je-li k> 1 hovofime o zvét$eni.

Poznamka: Vlastnosti podobnych zobrazeni, pokud jde o zobrazeni piimek, poloptfimek,
polorovin a thli, jsou stejné jako vlastnosti shodnych zobrazeni.
Poznamka: Podobné zobrazeni zachovavaji pomér vSech navzéajem si odpovidajicich stran a

shodnost ahlu.
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Plati:
0 Podobna zobrazeni délime na pfiméd a nepiima podle orientace thlu vzoru a jeho
obrazu.
Véta:
Obrazem kruznice /(s polomérem r) v podobnosti s koeficientem kje kruznice [” (s
polomérem £.7).
Véta:

Kazdé podobné zobrazeni je prosté.

Diky druhé vété plati, Ze ke kazdému podobnému zobrazeni Z existuje inverzni zobrazeni Z-/

s koeficientem podobnosti %

Definice (Perny, 2009)
Dva utvary Ui, U: jsou podobné pravé tehdy, kdyz existuje podobné zobrazeni z jednoho

utvaru na druhy Z(U;) = U-.

Podobnost zna¢ime symbolem ~. Jsou-li si dva utvary podobné, zapisujeme U; ~ Ub.

Utvary ,,vZdy podobné*

Usecky, kruznice, pravidelné n-uhelniky, rovinné pasy aj.

Didakticka poznamka: nemusi platit, ze kazdé dva trojuhelniky nebo obdélniky jsou si vzdy
podobné, avsak kazdé dve usecky, kazdé dve kruznice, kazdé dva pravidelné n-uhelniky a

kazdé dva rovinné pasy jsou si vidy podobné.

Tvrzeni
Obsah S’ obrazu U’ Gtvaru U s obsahem S v podobném zobrazeni s koeficientem k je k*-

nasobkem obsahu S. Tedy plati S" = £°-S.

Véty o podobnosti trojuhelniki [4]

Zname tf1 véty o podobnosti trojuhelnika.

e Véta sss (strana, strana, strana) — dva trojuhelniky jsou si podobné pravé tehdy, kdyz

vSechny sobé odpovidajici si dvojice stran jsou ve stejném pomeru.
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M Tyto dva trojihelniky si jsou podobné

3 4 ¢ v poméru 1:2. Plati: AABC ~ AKLM
1.5 % _ o
s koeficientem podobnosti k = 3
K 5 L A 25 B
Plati: E=é=£=l
kIl m 2

e Véta sus (strana, uhel, strana) - dva trojuhelniky jsou si podobné pravé tehdy, kdyz
délky dvou sobé¢ piislusejicich dvojic stran jsou ve stejném poméru a uhly jimi seviené

jsou shodné.

T Tyto dva trojahelniky si jsou podobné v poméru 2:1. Plati:

AABC ~ AKLM s koeficientem podobnosti k = % .

e Véta uu (Ghel, thel) — dva trojuhelniky jsou si podobné pravé tehdy, kdyz maji dva

uhly shodné.

Tyto dva trojahelniky jsou podobné v poméru 2:1.

plati: ADEF ~ AUVW s koeficientem podobnosti

==
2

Plati: a=a'Af=/".

U véty uu navic plati, ze trojuhelniky se shoduji ve

vSech tfech thlech.

'I' Vyuziti vét o podobnosti trojihelniki
Véty o podobnosti trojihelnikii se vyuzivaji zpravidla pfi dé€leni tsecky na stejné casti,
pripadné¢ déleni tsecky vtémze poméru. Tyto véty budeme také nadale vyuzivat u

stejnolehlosti.
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' ' ' Ukazka 1 (VyuZiti vét o podobnosti trojuhelnikii)
T M¢éme danu tuseCku A4B. Rozdélte tuto usecku
v poméru 1:4.
Postup:
Od bodu 4 narysujeme pomocnou polopiimku

pod libovolnym nenulovym thlem.

Na tuto polopfimku vyneseme pét bodii ve stejném

A T B rozestupu (tato vzdalenost je libovolna).

Spojime body PsB a vedeme rovnobézku do bodu P;. Ziskany bod 7 déli usecky AB v poméru
1:4. Plati: AAMPs ~ AATP; podle véty uu.

Ukazka 2 (VyuZiti vét o podobnosti trojuhelniki)

 ——
§ ———
 ——

M¢jme danu tsecku 4B. Zméiite jeji velikost v poméru 3:2.

Od bodu 4 narysujeme pomocnou polopiimku pod
libovolnym nenulovym thlem.

Na tuto polopiimku vyneseme tii body ve stejné
vzdalenosti (tato vzdalenost je libovolna).

Spojime body P:B a ud€lame rovnobézku do bodu Ps.

A B B" Ziskame bod B".

Usecka AB’ je s Gise¢kou AB v poméru 3:2.
Plati: AABP> ~ AAB'Ps podle véty uu.

Specialnim piikladem podobnosti je stejnolehlost.

3.3.1 Stejnolehlost

Definice (Perny, 2009)

Zvolime bod S prostoru E2 (E3) a realné nenulové ¢islo k. Zobrazeni, kde bod S je samodruzny
a ke kazdému bodu X # S, prostoru E> (E3) sestrojime obraz X tak, ze S, X, X" lezi v pfimce a
plati |[SX'| = |k|. |SX] a pro k > 0 lezi X' na — SX, pro k < 0 lezi X' na < SX se nazyva

stejnolehlost se stftedem S a koeficientem k.
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Oznaceni HJS, k]. Pismeno H symbolizuje stejnolehlost (homotetii), bod S stied
stejnolehlosti a & koeficient stejnolehlosti.

Urcenost: sttedem a koeficientem stejnolehlosti

Samodruzné body: stied S

Samodruzné objekty: piimky prochazejici sttedem

Inverzni zobrazeni

Inverzni zobrazeni H.-; ke stejnolehlosti H/S, k] je H![S, 1/k].

Plati:
0 Je-li k=1, pak se stejnolehlost stava identitou.
0 Je-li k= -1, pak se stejnolehlost stava sttedovou soumernosti.
0 Stejnolehlost s koeficientem k je podobné zobrazeni s pomérem podobnosti k& = |£|.
o]

Slozenim stejnolehlosti a shodného zobrazeni ziskdme podobné zobrazeni.

ReSena uloha

§ ——
§ ————
§ ——

M¢jme dén trojuhelnik ABC. Zobrazte jej ve stejnolehlosti H /S, -1].
B e

Postup feseni (slovni popis)
1. Narysujeme piimku —A4S
2. Pteneseme bod A na opacnou polopiimku «—SA4 ve vzdalenosti |SA4|. Vznikne bod 4 ".
Plati |AS|=|S4].
3. Stejny postup opakujme pro vSechny body trojuhelnika ABC.
! ' ' 3.3.2 Ulohy k procvi¢eni

1. Graficky sestrojte usecky o velikosti V5 , V17 ,V20.

2. Mg¢&jme danu tsecku 4B o velikosti 7 cm. Rozdélte tuto tsecku AB v poméru 3:5.

@ 3. Narysujte dvé kruznice a sestrojte jejich spolecné tecny.
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4. Mg¢jme dany piimky p, ¢ a bod A. Nakreslete kruznici, kde pfimky p a g jsou jeji tecny

a bod 4 nalezi této kruznici.

5. Rozdélte tsecku CD o velikosti 12 cm v poméru 2:3:4.
6. Mg¢jte libovolnou usecku AB. Sestrojte Gisecku, jejiz délka je %délky usecky AB.

7. Meg¢jte ostrouhly trojuhelnik ABC. Sestrojte ctverec KLMN tak, aby body KL lezely na
usecéce AB, bod M lezel na useéece BC a bod N lezel na useéee AC.
8. M¢jme dany trojuhelniky ABC, MNO, GHI a RST. Zjistéte, které z nich jsou podobné
a jaky maji pomér podobnosti.
a=3cm,b=4cm,c=5cm
m=9cm,n=16cm, c=25cm
g=10cm,h=8cm,i=6cm
y r=20cm,s=15cm,t=25cm
K 9. Jaké zobrazeni ziskame slozenim shodnosti a podobnosti?
K 10. Jaké zname véty o podobnosti trojihelniki?
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4. Promitani (Bglik, 2005) [9]

Promitani je zobrazovani z prostoru £3 na prostoru E>. Jedna se tak tedy o rovinné vyjadieni
prostorovych Utvard. Pfi tomto zobrazovani pfifazujeme kazdému bodu z prostoru E3 pravé
jeden bod v prostoru E> nasledovné:

Promitané body

1) Bodem (K nebo L) vedeme promitaci K L
piimku. \
. o s TR Prom1tac1 prlmky Priimé
2) Sestrojime prusecik promitaci pfimky rumetna
a roviny, do které promitame (pramétny).
Tento prusecik se nazyva pramét bodu.
3) PopiSeme dany prumét (K nebo L). Prumety bodu

Podle toho, jaka je vzajemna poloha promitacich pfimek, délime promitani na rovnob&zné
(promitaci piimky jsou rovnobézné) nebo na sttedové (promitaci ptimky prochazeji jednim

bodem)

4.1 Rovnobézné promitani
V piipad¢ rovnobézného promitani urcujeme nékolik zvlastnich piipadi:
e Pravouhlé promitani — smér promitacich pfimek je kolmy na primétnu (Mongeovo
promitani).
e Kosouhlé promitani — smér promitacich pfimek je jiny, nez kolmy k primétné (je
ziejmé, Ze neni mozné, aby tento smér byl rovnobézny s primétnou).
e Volné rovnobézné promitani — zde volime smér promitani (ten vSak neni kolmy
ani rovhob¢zny).
Nejbeznéjsim a v praxi také nejvyuzivanéj$Sim promitdnim jsou volné rovnobézné

promitani a Mongeovo promitani. Proto se jim zde nyni budeme vice vénovat.

4.1.1 Volné rovnobézné promitani

Zakladni pravidla volného rovnobézného promitani:
e Zobrazujeme na jednu svislou primétnu (narysnu).
e Plochy, které jsou rovnobézné s nasi rysovaci plochou, zobrazujeme jako shodny

obraz (tvary i velikosti se zachovavaji).
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e Plochy, které sviraji s nasi rysovaci plochou pravy uhel, rysujeme pod polovi¢nim
uhlem (45°).
o Usetky, které lezi v téchto kolmych rovinach a jsou kolmé na pri¢elnou rovinu,

zobrazujeme v polovi¢ni velikosti.

Poznamka: kolmé utvary se nemusi vidy kreslit pod uhlem 45° a v polovicni velikosti.

Hovorime zde pouze o nejbéznéjsim pripade.

Vlastnosti volného rovnobézného promitani:
e zachovava rovnobéznost,

e zachovava dé€lici pomér.

Postup pii zobrazovani pomoci volného rovnobézného promitani:
e Téleso postavime tak, aby jedna sténa byla v pricelné poloze.
e Tuto pricelnou sténu (piedni) zobrazime jako prvni.
e Z vrcholu této pracelné stény vedeme hloubkové piimky pod uritym thlem. Tento
uhel byva nejcastéji volen 45%.
e Hloubkov¢ isecky zobrazime v polovi¢ni velikosti.
e Zobrazime vSechny zbylé stény.

e Vyznacdime viditelnost.

4.1.2 Mongeovo promitani — pravouhlé promitani na dvé nebo na ti‘i prumétny

Mongeovo promitani vyuziva rovnobézného pravouhlého promitani objektu do dvou na sebe
kolmych rovin (priméten) - piidorysny (ve vodorovné poloze) a narysny (ve svislé poloze).
Nejprve promitdme kolmo na vodorovnou rovinu m (piidorysnu) — promitaci piimky jsou
svislé, jde tedy o pohled shora (pldorys). Poté promitdame kolmo na svislou rovinu v

(nérysnu) — promitaci ptimky jsou kolmé, jde tedy o pohled zeptedu (narys).

Zakladni pravidla:
e Zobrazujeme kolmo na dvé (tfi) primétny
- Narysnu (pohled zeptedu) — nazev odvozeny od slova nérys
- Pudorysnu (pohled shora) — nazev odvozen od slova ptidorys

- Bokorysnu (pohled z boku) — nazev odvozen od slova bokorys
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Poznamka: Bézne se pri Mongeove promitani zobrazuje pouze na narysnu a pudorysnu a tak

zde také budeme zobrazovat pouze na narysnu a piidorysnu (pouze ze dvou pohledii).

e Narys a pudorys télesa tvofi tzv. sdruzené primety.

e Prisecnice téchto priméten se nazyva zakladnice.

e Kolmice na zékladnici se nazyva ordinala (na této ordinalach jsou sdruzené priméty

téhoz bodu).

e Obrazce rovnobézné s primétnami se zobrazuji ve skute¢né velikosti.

Ukazkou Mongeova promitani v¢éetné popisu zékladnich pojmii je nasledujici obrazek

Ordinaly

Zakladnice

Zakladni vlastnosti Mongeova promitani:
e zobrazeni zachovava rovnobéznost,
e zobrazeni zachovava délici pomér,

e zobrazeni zachovavé shodnost rovnobéznych tsecek.

Didakticka poznamka: Narys se v Mongeoveé promitani zpravidla zakresluje tak, Ze ,, lezi“ na

ordinadle, jelikoz zobrazované téleso je ,,polozeno ““ na pudorysnée.

Vzhledem k nézornosti popiSeme postup pii zobrazovani na konkrétni uloze.

Resen4 iiloha:
Zobrazte pravidelny Sestiboky hranol v Mongeové promitani.

b J

42




1. Té€leso postavime jednou st€nou 2. Zobrazime téleso na pidorysnu

v prucelné poloze (narys — pohled zptedu) (ptdorys - pohled shora)

3. Zobrazime obrazy v obou primétnach tak, aby praméty ptislusnych bodt lezely na

ordinalach.

Pti rysovani se zakladnice ani ordinaly nezobrazuji.

Jedna se pouze o pomocné Cary.

Vyhody Mongeova promitani:

- zachovava velké mnozstvi rozméru

Nevyhody mongeova promitani:

- neni pfili§ ndzorné

Ukazka téles v Mongeove promitani.

Koule Kuzel komoly kuzel Krychle Viélec  Prav. Ctyfstén

' ' ' Zpétna rekonstrukce

Pomoci zpétné rekonstrukce zobrazime trojrozmérné téleso z jeho sdruzenych prumétu.




§ ——
" ——
§ ——

Povsimnéte si, ze objektu zobrazenému v Mongeové promitani odpovidd hned nékolik
objektii ve volném rovnobézném promitani (na obrazku jsou uvedeny pouze dva). Je zde jasné
patrné, pro¢ neni Mongeovo promitani dosti ndzorné. Abychom méli ucelenou piedstavu o

daném télese je nutné narys a pudorys doplnit jesté o bokorys.

Mongeovo promitani na zakladni Skole.
Pro z&ky zékladnich Skol je dullezit¢é manipulovat s pfedméty a pracovat s barvami.

Mongeovo promitani je jedna ze zobrazovacich metod, kde se da vyuzit hry. Uved’'me piiklad.

Nazorna ukazka
Na stole lezi n¢kolik barevnych kosti¢ek. Postavte znich libovolné (krychlové) téleso a

nakreslete, jak vypada ze vSech stran.

zadané téleso pohled zeptedu pohled shora pohled z boku

4.1.3 Zobrazené krychlovych téles pomoci ,,kétovani“ (Perny, 2009)

Dalsi ze zptsobu, jak zobrazovat télesa je ,.kotovanim*. Tato moznost se zpravidla vyuziva
pouze u krychlovych téles, tedy u teles slozenych z krychli. Jedna se o ptidorys, narys nebo
bokorys doplnény c¢isly. Tato Cisla symbolizuji, v kolika vrstvach, tfadach jsou krychle

umistény. Demonstrujme na jednoduchém prikladé.

Zadané téleso. Zobrazeni kétovanim (narys) Zobrazeni kétovanim (pidorys)
2 1,2 1
1,2 | 1,2 1 1
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4.2 Stiedové promitani

Jedna se o takové promitani z prostoru E3 do prostoru E2, kde promitaci pfimky prochazeji
jedinym bodem. Tento bod nazyvame stiedem promitani.

Zakladni pojmy spojené se sttedovym promitanim:

S
S — stfed promitani
d — vzdalenost stiedu promitani od priimétny
A® * B
(distance)
AA’, BB’ - promitaci piimky \ \
o — prumétna (rovina, do které se promita)

Zakladni vlastnosti: b

e VsSechny promitaci pfimky prochazeji jedinym bodem.
e Nezachovava rovnobéZnost.
- Priméty pifimek, rovnobéznych v trojrozmérném prostoru, jsou obecné
riznobézné. Vyjimkou jsou pouze ty piimky, které v prostoru lezi v roviné

rovnobezné s primétnou — zde se rovnob&znost zachova.

Vzdalenost objektl od sttedu promitani ovliviiuje velikost jejich priméta.

- Cim je téleso dale od stfedu promitani, tim bude mensi.

Stiedové (perspektivni) promitani vytvari obrazy podobné tém, které vidi lidské oko.

Zvlastnim ptipadem stfedového promitani je perspektivni promitani, jelikoZ v ném se

nepromitaji vSechny body z E, ale pouze ty, které jsou v ,,zorném prostorovém uhlu®.

Perspektivni promitani 1ze rozd¢lit podle poctu stiedii promitani nasledovné [5]:

Jednobodova perspektiva Dvoubodova perspektiva Ttibodova perspektiva
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Nejcastéji pouzivana byva jednobodova perspektiva, a tak si nyni popiSeme jeji
konstrukei.
Postup pii zobrazovani jednobodové perspektivy:

e Objekt polozime tak, aby pfedni sténa byla v pricelné poloze.

e Tato predni sténa se zakresli ve skutecné velikosti.

e piimky kolmé na primétnu se zobrazi na ptimky protinajici se v jednom bodé —

stfedu promitani.
- U ptimek rovnobéznych s primétnou se zachovava rovnobéznost.

Perspektiva v praxi [5].

E;‘L.:I\' 5 5 %‘l
Al

L

it |

L 8

Jednobodovy perspektiva [5] Dvoubodova perspektiva [6]

Resen4 iiloha

Uloha 1

Zobrazte krychli v nadhledu zleva.

Poznamka: Podle nazvu (nadhled zleva) je patrné, Ze viditelnd bude leva bocni sténa a prava
horni sténa. Udelejme si tedy jakysi ndkres tenkou carou (Obrazek A). V druhém kroku
zvyraznime obvodové hrany (obrdzek B). V poslednim kroku pak podle nazvu (nadhled zleva)

zvyraznime posledni viditelné hrany (obrazek C).

AN

\

Obrazek A Obrazek B Obrazek C
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3.2.1 Ulohy k procviéeni

1. V Mongeové promitani sestrojte narysy tii riznych téles k danému puadorysu.

2. Zakreslete dana télesa v Mongeové promitani.

3. Narysujte priiméty krychle a kvadru v nadhledu zleva, podhledu zprava a v podhledu zleva.

4. Urcete vSechny utvary, které mohou byt rovnobéznymi priméty usecky, polopiimky,
ptimky, trojihelnika, konvexniho thlu, pravého thlu, dvou pfimek, tfi piimek, Ctverce a

obdélnika.

5. Je dana krychle ABCDEFGH a body K, L tak, ze bod K je mezi body 4, E a bod L je stied
hrany HG. Narysujte prinik krychle a poloprostoru —KLCD.

6. Je dan kvadr ABCDEFGH a bod M takovy, ze G je stredem tusecky MH.
a) Sestrojte prunik kvadru a roviny BEM.
b) Sestrojte téleso 7, které je prinikem kvadru a poloprostoru —=BEMD
7. M¢jme dano krychlové téleso v piidorysu pomoci ,.kétovani®. Zakreslete jej ve volném

rovnobézném promitani a v Mongeove promitani.

L2 1 1,2

=}

1 1,2

8. M¢me danu krychli a na ni drat. Tato krychle je zobrazena pomoci narysu, pidorysu a

bokorysu. Zakreslete ji pomoci volného rovnobézného promitani.

a) . b

N
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9. M¢jme dany krychle a na nich namotany provazet. Zakreslete narys, ptidorys a bokorys.

/A b) /E\‘\\“‘ ¥

a)

I
)_
’

1
4

’

K 10) Popiste, jaké jsou vyhody a nevyhody Mongeova promitani.
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5. Topologie

Topologie je oblast matematiky, ktera se zabyvéa velmi obecnym vykladem pojmu prostor.
Pracuje zejména s témi vlastnostmi objektl, zachovavaji vzdalenosti v tom smyslu, Ze blizké
body se zobrazi na blizké body.

Z topologického hlediska nezédlezi na vzdalenosti boda, kiivosti apod. Topologickym
obrazem kruZnice muize byt Ctverec a obracene.

Jednim znejznaméjsich objektli, s kterymi topologie pracuje je Mdobiova paska

zobrazena na obrazku.

Tato paska ma pouze jednu hranu a jednu sténu.
) Jeji vyrobeni zkousku papiru neni naro¢né a lze jej

demonstrovat i na prvnim stupni zékladni Skoly.

[7]

5.1 Topologické pojmy

Okoli bodu

Okoli bodu M v prostoru Ex je {X eE ;|MX | <o } Pismeno ¢ oznacuje libovolné kladné

¢islo. Okoli tedy obsahuje vSechny body prostoru Ex, jejiz vzdalenost od bodu M je mensi,
nez zvolené ¢islo 8.

Budeme-li hovotit o jednom konkrétnim okoli, které bude zadané pomoci &, budeme
toto okoli nazyvat o -okoli (¢ti delta okoli).

Pojem & -okoli bodu lze pouZit na libovolny prostor. Ukazme to na ptiklad¢ pro

prostory E1, E2 a E3.

Definice 6 -okoli v prostoru E;

0 -okoli v prostoru E7 je {X eE; MX| < 5}.

o M o

~_ P

O - okoli bodu M
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V definici 6 - okoli je uvedeno, Ze |[MX|<J , a tedy hrani¢ni body nejsou soucasti objektu.
Plati, ze ¢ -okolim bodu M v prostoru Ei je GseCka délky 0 +6 = 2. 6 bez jejich hrani¢nich
bodi.

Definice 6 -okoli v prostoru E;

MXx| < 5}.

o -okoli v prostoru E: je {X €E,;

Stejné jako v piipad€d -okoli v prostoru Ei, 1 zde je uvedeno, ze MX<JS. Nyni se
nepohybujeme na piimce, ale v rovin¢. Timto okolim se tak stdva vnitfek kruhu (kruh bez

hrani¢ni kruznice) s polomérem & .

e "\\
// N Toto o -okoli si lze predstavit také jako plochu, kterou vypase
s ovecka, kterd je lanem délky o piipoutana ke koliku zarazeného do
e I
bodu M. Nesmime samoziejm¢ uvazovat hrani¢ni kruznici.
~ ',//

Definice 6 -okoli v prostoru Ej3

Mx|< ).

o0 -okoli v prostoru E3 je {X eE,;

Pro prostor E3 plati stejna pravidla jako pro prostory E; a E>. V tomto piipadé bude delta
okolim bodu M koule se sttedem v bodé M bez kulové plochy

neboli vnitfek koule.

o0 -okoli v prostoru E3 si lze predstavit jako prostor, v kterém se
muze pohybovat rybicka, je 1i uzaviend ve sklenéném akvériu

tvaru koule o poloméru & .

Nadéle se zaméfime na presné definovani pojmu, se kterymi intuitivné pracujeme. Tyto

pojmy je mozné definovat az ve chvili, kdy je nadefinované delta okoli bodu.
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Definice (ohrani¢en4a mnozina) (Bélik, 2005)

MnoZina M se nazyva ohrani¢ena prave tehdy, kdyz lezi v okoli néjakého bodu Y € E, .

S pojmem ohrani¢end mnozina také Gizce souvisi pojem ohranic¢eny (omezeny) ttvar.

Definice (omezeny utvar) (Bélik, 2005)
Utvar U se nazyva ohrani¢eny pravé tehdy, kdyz existuje alespon jeden bod 4 a jeho & -okoli,

pro které plati U < 6(4).

Rozhodnéte, ktery z nasledujicich dvou ttvarti je omezeny. Své tvrzeni zduivodnéte.

Pojmy jako jsou vnitini bod, vn&j$i bod, hrani¢ni bod je mozné definovat pomoci
mnozinové terminologie tak, jako predchazejici definice. V tomto piipadé se pro lepsi

nazornost omezime na konkrétni utvary.

Definice (vniti'ni bod utvaru) (Bélik, 2005)
Vnitini bod utvaru U je takovy bod, pro ktery existuje alespon jedno ¢ -okoli takové, Ze toto

okoli je také soucasti utvaru U. Nazveme-li tento bod naptiklad N, musi platit 6(N) c U.

Definice (vnéjsi bod utvaru) (Bélik, 2005)
Vnéjsi bod tvaru U je takovy bod, pro ktery existuje alespon jedno o -okoli takové, ze toto

okoli ma prazdny prinik sutvarem U. Nazveme-li tento bod napiiklad N, musi platit

S(N)NU ={ }.
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Definice (hrani¢ni bod tutvaru) (Bélik, 2005)
Hrani¢ni bod utvaru U je takovy bod, kdy pro kazdé o -okoli tohoto bodu plati, ze obsahuje

alespon jeden bod, ktery je soucasti utvaru U a alespon jeden bod, ktery neni soucasti utvaru

U.

S pojmem hrani¢ni bod utvaru souvisi pojem hranice Utvaru, otevieny a uzavieny utvar.

Hranice utvaru je mnozina vSech jeho hrani¢nich bodu.

Utvar U je uzavi‘eny pravé tehdy, kdyZz mu nalezi viechny jeho hrani¢ni body.

Utvar U je otevireny pravé tehdy, kdyz mu nenéleZi zadny z jeho hranié¢nich bodi.

Rozhodnéte, ktery z nasledujicich utvarti je otevieny, ktery uzavieny.

5.2 Topologické zobrazeni

Definice topologického zobrazeni vychazi ztopologickych prostori, které jsou
nadstavbou uciva zmiflovaného v téchto skriptech. Z tohoto divodu zde nebudeme uvadét

definici, ale spiSe intuitivni pfedstavu.

Intuitivni pFedstava topologického zobrazeni
Topologické zobrazeni je takové zobrazeni, které dvéma riznym velmi blizkym bodim opét
prifadi dva rtizné velmi blizké body. Plati tedy VA,B; A# B = Z(A) # Z(B).

V tomto zobrazeni se nemusi zachovavat délka, rovnob&znost, tvar, velikost ani délici pomér.
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Topologické zobrazeni si lze dobfe predstavit pomoci provazku. Dva tutvary si jsou
navzajem topologickymi obrazy za ptredpokladu, ze jeden z nich vytvofime z provazku a jsme
schopni zngj ziskat druhy, aniz bychom provéazek stfihali, spojovali nebo délali uzliky.

Pokuste se na zéklad¢ této predstavy vytesit nasledujici vzorovou tlohu.

Vzorova uloha: Ktera pismenka si jsou topologickymi obrazy?

M,N,O,D,R, T,W,X,K,L,I,U,P

§ ——
§ ————
§ ——

Topologickym obrazem usecky mize byt jednoduchd kiivka, jednoducha cara,
jednoducha lomena cara. Topologickym obrazem kruznice pak mize byt jednoducha
uzaviena kiivka a jednoduchd uzaviend lomena ¢ara. Pokud u vSech téchto pojmili vynechame
slovi¢ko jednoducha, znamena to, ze ¢ary nebo kiivky mohou samy sebe protnout. Pomoci

obrazku si vysvétlime rozdily mezi t€émito pojmy.

Jednoducha krivka

f@%gﬁf:f@@

Jednoducha ¢éara

/-

Jednoducha lomena ¢ara

NV
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Jednoducha uzaviena krivka

Jednoducha uzaviena lomena ¢éara

— >

Definice (konvexnost ttvarii)

Utvar U je konvexni pravé tehdy, kdyz libovolné dva body tohoto utvaru lze spojit usetkou

takovou, ze tato UiseCka je cela soucasti utvaru U.

Definice (souvislost utvari)

Utvar U je souvisly pravé tehdy, kdyz libovolné dva body tohoto utvaru lze spojit

jednoduchou kiivkou takovou, ze tato kiivka bude také soucasti utvaru U.

Souvisly utvar si lze predstavit také tak, ze jsme schopni se dostat jednim tahem z

libovolného jeho bodu do jiného jeho libovolného bodu, aniz bychom tento utvar opustili.

Ukazka

§ ——
§ ————
§ ——

Urcete, ktery z nasledujicich atvart je souvisly.

a) b) c)

=)
-

Reseni A) Ne B) Ne C) Ano
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Definice (prekryvajici se utvary)

Dva tutvary se piekryvaji pravé tehdy, kdyz jejich priinik obsahuje alespon jeden bod, ktery je

vnitinim bodem obou téchto Utvaru.

Ukazka

 ——
§ ———
 ——

Urcete, které dva z utvaru se piekryvaji.

r -

Reseni: Piekryvaji se pouze trojuhelnik s obdélnikem a kruh s obdélnikem.

§ ——
§ ————
§ ——

5.2.1 Ulohy k procviceni (Bélik, 2005)

1. Urcete, které z ndsledujicich utvarti jsou konvexni, souvislé, oteviené, uzaviené, omezené a

neomezeneé.

2. Méjme dany nekolinearni body P, O, R. Zakreslete utvar U, ktery je dan nasledovné:
U={XeE,;PXNRQ#{ }}U{X eE,;RX nPQ={ }}. U tohoto utvaru uréete, zda je
konvexni, souvisly, otevieny, uzavieny, omezeny a neomezeny.

3. Mé&jme dany nekolinerni body M, N, P. Utvary U a V jsou zadany nasledovné: Utvar U je

SIS

mnoZinovy rozdil konvexniho thlu MPN a trojithelnika MPB. Utvar V je polorovina
—PNM. U tohoto utvaru urcete, zda je konvexni, souvisly, otevieny, uzavieny, omezeny a
neomezeny.
4. Zakreslete utvar, ktery je:
a) otevieny, omezeny, souvisly, nekonvexni
@ b) uzavieny, neomezeny, nesouvisly, nekonvexni
¢) otevieny, konvexni, souvisly, omezeny

d) neotevieny, neuzavieny, omezeny, souvisly, nekonvexni

55



5. Méjme dan tutvar, ktery vznikl sjednocenim dvou jinych tutvard, které byly vybrany
z mnoziny utvart (Ctverec, rovinny pas, polorovina, thel, kruh a trojuhelnik). Zakreslete
vSechny moznosti tak, aby vysledny atvar byl:

a) otevieny, omezeny, souvisly, nekonvexni

b) uzavieny, neomezeny, nesouvisly, nekonvexni

¢) otevieny, konvexni, souvisly, omezeny

d) neotevieny, neuzavieny, omezeny, souvisly, nekonvexni

6. Mé&me dan utvar, ktery vznikl prinikem dvou jinych utvart, které byly vybrany
z mnoziny utvart (¢tverec, rovinny pas, polorovina, thel, kruh a trojuhelnik). Zakreslete
vSechny mozZnosti tak, aby vysledny utvar byl:

a) otevieny, omezeny, souvisly, nekonvexni
b) uzavieny, neomezeny, nesouvisly, nekonvexni
¢) otevieny, konvexni, souvisly, omezeny

d) neotevieny, neuzavieny, omezeny, souvisly, nekonvexni
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6. Mira geometrickych utvari

~Mezi matematické pojmy, které se vyvinuly z potieb praxe lidi ve spolecnosti, nutno
bezesporu zaradit napr. pojmy usecka a jeji délka, geometricky utvar a jeho obsah, téleso a
jeho objem. Podnétem pro studium téchto pojmii byly otazky, které vznikaly napv. pri
vymeérovani a zavodnovani pozemkii, pri planovani staveb a cest, pri sméné atp. Sam termin
geometrie (g¢ = zemé, metrein = mérit) poukazuje dostatecné vymluvné na souvislost této
discipliny s praktickou cinnosti lidi. Dnes sice existuji celd odvétvi geometrie, kde se
,,obejdeme bez Cisel, ale presto je otdzka zavedené velikosti geometrickych utvarii prakticky
i teoreticky diilezita.* (Koufim, 1985).

Prvni miry se odvozovaly od rozméra c¢asti lidského tcla, napt. loket, pid’ (vzdalenost
konce malic¢ku a palce napjatych prsti dospélého ¢lovéka), sah apod.
Dals$i miry byly odvozovany od plodi a zrn z dané oblasti. VSechny tyto jednotky nam
udavaji urcité miry, v kterych métime.

Upustime-li od jednotek méfeni, dostaneme se k zadvéru, ze zméefenim tsecky dostaneme

urcité ¢islo. Zjistujeme tak, Ze méfeni je pfifazovani Cisel useCkam, a tedy zobrazeni.
Zamysleme se, jaka tato ¢isla musi byt?

Pfirozena?  To jisté ne, jelikoz mohou byt Gsecky délky 2,5.

Cela? To také neplati z diivodu, ktery je uveden u pfirozenych ¢isel. Navic nelze
narysovat usecku zaporné délky.

Racionalni? Zde si uvedeme ptiklad. Méjme dan rovnoramenny trojihelnik, jehoZz ramena
maji délku 1. Jak je dlouhd piepona? C

Vyuzitim Pythagorovy véty ziskame: \/5 1

b*=a’+c*=1+1=2

b=+2 A 1 B

Jelikoz jsme nasli usecky, jejichz délka je iraciondlni Cislo je ziejmé, ze Cisla, kterd

piitazujeme se¢kam jsou &isla REALNA.
Didakticka poznamka: trojuhelnik na obrazku neni uveden ve standardni podobé, kdy vrchol
C je u pravého uhlu, jelikoz castym opakovanim jediného vzoru dochdzi k tomu, Ze Zdaci tvrdi,

Ze Pythagorova véta je ¢? = a° + b°.
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6.1 Mira usecek (Bglik, 2005)

V piipad¢ miry tsecek je nutné pracovat s tzv. grafickym souctem usecek.

Definice (graficky soucet usecek) — lze zavést také pomoci algoritmu

1. Necht jsou dany tsecky AB a CD.

2. Zvolme poloptimku —PQ.

3. Nanesme usec¢ku 4B na poloptimku —PQ. Novée vzniklou tse¢ku oznaéme PK.
4. Nanesme usecku CD na poloptimku «—KP. Nove vzniklou tsecku oznaéme KL.
5. Usecka PL je grafickym souétem tseée AB a CD.

Definice:

Mira tsecek je zobrazeni mnoziny vSech usefek na mnozinu vSech nezapornych realnych

¢isel. Cislo pfifazené Gsecce AB v tomto zobrazeni se nazyva délka usecky a znacime jej |4AB|.

Musi nadale platit:
1. 34B;|4B|=1
2. (VAB,CD);|4B = CD|=|4B|=|CD|

3. (VAB,CD);

AB+CD|=|4B|+|CD|

Demonstrujme méteni usecek na tloze, pii jejimz feSeni budeme znac¢né detailni.
Uloha 1.
M¢jme dany usecky MN a OP. Urcete velikost usecky OP, jestlize |[MN| = 1 (povSimnéte si,
ze neuddvame jednotku).

M N O p

Poznamka: Reseni této iilohy je pro Zika zakladni Skoly snadné. Pouze ji zaddme tak, Ze Zik
bude dotazan, kolikrat je usecka OP delsi, jak usecka MN? NanadSenim Zak rychle a spolehlive

najde reSeni.

Pti hledéani feSeni se musime drzet tii pravidel zminénych v definici. Prvni pfedpoklad o
existenci useCky délky jedna je jisté splnén jiz ze zadani. MiZzeme tedy pokracovat

pfedndsenim tsecky MN na polopifimku —OP. Timto pfenesenim ziskame bod P;.
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Vyuzitim druhého predpokladu ziskdme:
MN = OP, = |MN|=|0P|=|0R|=1

Postup opakujeme a opét naneseme usecky MN na poloptimku —OP, ovsem nyni do bodu P;.

Ziskame:
MN = FP, = |MN|=|P,P,|=|RP,|=1

Nyni je mozné zjistit, jak je dlouhd Usecka OP:. Toto zjistime vyuZzitim tFetiho
predpokladu nasledovné:
|OP,|=|OF, + PP,|=|OP|+|PP,| =1+ 1=2

Dalsi kroky jsou jiz intuitivni. Opét naneseme useCku MN na poloptimku — OP;, nyni do
bodu P:. Zjistime, ze bod Ps je totoZny s bodem P.

O Pi P P=P;:

Pro vyieSeni tllohy nyni staci opét pouzit druhy a tfeti pfedpoklad.

MN = P,P, =|MN|=|P,P,|= |P,P,|=1
0P |=|OP, + P,P| =|OP,| +|P,P|=2+1=3

Témito kroky jsme ovétili, Ze délka tsecky OP je trojndsobkem délky useCky MN. Plati
tedy, ze |OP| = 3.

Poznamka: Jak jiz bylo receno, zjistit, kolikrat je jedna usecka delsi nez druha, neni pro Zdaka
zdkladni Skoly ndarocné za predpokladu, Ze se jedna o celociselny nasobek. Z tohoto ditvodu je
vhodné také prezentovat ulohy, kdy tomu tak byt nemusi, a Zdak musi velikost usecky

,,odhadnout .

Uloha 2.
M¢éjme dany tsecky KL a RS. Urcete velikost usecky RS, jestlize [MN| = 1.

K L R S

Prvni kroky budou stejné, jako v ptipad¢ ulohy jedna. Rozdil nastane ve chvili, kdy se pii

nanaSeni pfibliZime k vrcholu S.
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Nyni je zfejmé, ze velikost tisecky RS neni celoCiselnym ndsobkem usecky KL. Je tak
nutné zjistit hranice, které nam pomohou odhadnout, jak je tiseCka RS dlouha. Tohoto

docilime opétovnym nanesenim usecky KL na poloptimku —RS od bodu S;.

Nyni Ize zapsat |RS3| < |RS| < |RS4| a tedy plati 3 < |RS| < 4. Velikost usecky RS je tak
mezi tfemi a ¢tyfmi, mizeme tedy psat |RS| = 3,5 +- 0,5.

Cislu 0,5 fikdme absolutni nepiesnost a Cislu 3,5 stiedni aproximace nepresnosti.

Poznamka: Kdybychom pri méreni vychdzeli z absolutni nerovnosti, nemusime vzdy ziskat
vypovidajici udaj. Pripustme, Ze jednotkou budou centimetry. Spleteme-li se o 0,5 cm pri
méreni fotbalového hriste, ziejmé se nic nedéje. Dojde-li vSak k této chybée u obalu na mobil,
ktery je znacné mensi, bude tato chyba nezZdadouci. Z tohoto ditvodu se vice vyuzZiva tzv.

relativni nepresnosti.

Plati, ze relativni nepresnost je pomér mezi absolutni nepfesnosti a stiedni aproximaci
nepfesnosti. Vysledna hodnota je vyjadiena v procentech a zna¢ime ji Ru.

R =0,5

n

=0,142=14,2% ziskan4 hodnota je pfiblizna. Tato nepfesnost je pomérné znacna.

5

Z tohoto divodu se provadi tzv. zptesnéni, kterého docilime rozpiilenim jednotkové usecky.

K T L

Musime ovéftit, ze vrchol T je ve stiedu mezi body KL. Piedpokladame tedy, ze |[K7] = 0,5.
Nyni opét aplikujme zndmé predpoklady.

KT =TL = |KT|=|TL|=|TL|=0,5

|KL| = |KT +TL|=|KT|+|TL|=0,5+0,5=1

Naneseme tsecku K7 na polopiimku —RS do bodu S3, ziskame bod Ss.

R S1 S2 Sz S S5 S4
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Jisté plati:
KT = 8,8, = |KT| =|S,S,| =S,S| = 0,5
|RS,| =|RS; + 8,8, = |RS;|+|S;S5| =3+0,5=35
Nasledné opét vyjadiime absolutni a relativni nepfesnost:
IRS3| <|RS| < |RSs|
IRS| = 3,25 +- 0,25

_025

n

=0,0769 = 7,69% Cim vice krokt zpiesiiovani provedeme, tim mensi bude relativni

b

nepiesnost a tim vétsi bude relativni presnost.

Poznamka: Podobnych uvah vyuzZivaji Zaci jiz na prvaim stupni. Sami si jiste uvedomuji, Ze

mérit v milimetrech je presnéjsi nez v centimetrech apod.

Budeme-li méfit délku usecky timto zplisobem, mohou nastat tfi moZnosti:

1. Krajni bod usecky, na kterou nandsime (isecka RS) splyne s nékterym z bodii
S1, S,...,8x diive, nez dojde k zptesnéni.

2. Krajni bod tsecky, na kterou nanasime (usecka RS) splyne s nékterym z bodi

S1, S2,...,8 v nékterém kroku zpfesnovani. Pak 1ze jednoduSe zapsat (3n e N)S, =S .

3. Krajni bod tsecky, na kterou nanasime (usecka RS) nikdy nesplyne s zddnym bodem

S1, 82,...,5» bez ohledu na skute¢nost, kolik zpfesnéni provedeme. (Vne N)S,6 #S.

Budeme-li tato zpiesnéni provadeét dostatecné dlouho, budeme se limitné ptiblizovat

hledanému realnému ¢islu.

6.2 Mira obrazcu (Bélik, 2005)

Definice

Mira obrazct je zobrazeni mnoziny vSech rovinnych obrazcli na mnozinu vSech nezapornych
realnych &isel. Cislo pfifazené obrazci O vtomto zobrazeni se nazyva obsah obrazce a
zna¢ime jej S(O). Musi nadale platit:

1. 30;5(0)=1

2. (vV0,,0,);0,=0,= 5(0,)=5(0,)

3. (V0,,0,)S(0,U0,)=S5(0,)+S(0,). Zde musi platit, Ze se obrazce nepieprekryvaji.
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Poznamka: Zdivodnéme, pro¢ by treti pravidlo neplatilo, kdyby se obrazce prekryvaly.
Predstavme si dva ¢tverce o obsahu 2 cm’. Pokud jsou totozné (prekryvaji se celé), pak je

Jjejich sjednocent opét 2 cm?. Pokud leZi vedle sebe, je jejich sjednocent 4 cm?.

Zminme nékolik zakladnich pojmi, se kterymi budeme pracovat:

Zakladni méritelny utvar: jedna se o rovinny utvar, ktery je omezeny, spojity a jehoz hranici

tvoti jednoduché uzaviena kiivka.

Méritelny utvar: jedna se o Utvar, ktery je slozitelny ze zédkladnich méftitelnych utvart.

Pétinhelnik

Dva nespojité kruhy

Nejedna se o zakladni méritelny atvar

Jedna se o zakladni meritelny tatvar

Nejedna se o zakladni méfitelny atvar

Demonstrujme méfeni obrazce na konkrétni tiloze.

Uloha
M¢éjme dan jednotkovy cCtverec (Ctverec o obsahu jedna) KLMN a obdélnik ABCD.
Zdivodnéte, jaky obsah ma obdélnik ABCD?

N M D C

K L A B

Poznamka: ReSeni této iilohy je pro dka zdkladni Skoly snadné. Pouze opakované nandst
ctverec KLMN na obdélnik ABCD.

Pti hledani feSeni se musime drzet tii pravidel zminénych v definici. Prvni predpoklad o
existenci jednotkového Ctverce je splnén jiz ze zadani. Miizeme tedy pokracovat pfednasenim

¢tverce KLMN na obdélnik ABCD. Timto pienesenim ziskdme body P: a P-:.
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A P: B
Jisté plati:
Ctverec KLMN je shodny se &tvercem AP;P:D, a tedy maji podle druhého piedpokladu
z definice shodné obsahy. Obsah ctverce AP;P:D je tak nutné roven jedné.
Cely postup n€kolikrat opakujeme.
D P2 Ps C

olo|o

A P P B
Nyni opét aplikujeme piedpoklady z definice.

Ctverec KLMN je shodny se &tvercem P;P3P+P: a tedy maji podle druhého predpokladu
z definice shodné obsahy. Obsah ¢tverce P1P3P4P: je pak také nutné roven jedné.

Obdélnik AP3P+D je sjednocenim ¢tverctt AP1P:2D a P1P3P4P>, které se nepiekryvaji. Plati tak,
ze jeho obsah je souctem obsahti téchto ¢tvercti.

Nyni opét naneseme ctverec KLMN a ziskame Etverec P3;BCP4, ktery bude mit podle druhého
ptedpokladu stejny obsah. V poslednim kroku jej podle tfettho ptfedpokladu secteme
s obdélnikem AP3;P4D a ziskame obsah obdélnika ABCD.

Pokud bychom jednotkovy ctverec oznacili O; (jako obrazec 1) a vSechny ctverce, které
vnikly jeho nanesenim na obdélnik ABCD jako Oz O3 a Oq, jak je uvedeno v obrazku vyse,
bylo by mozZné cely postup zapsat nasledovné:

0,z=20,=500,)=500,)=50,)=1

0,20,=8(0,)=50,)=50,)=1

0,,=50,U0;,)=8(0,)+8(0,)=1+1=2

0,=0,=50,)=50,)=50,)=1

0,,,=5(0,;U0,)=5(0,,)+5(0,)=2+1=3

Poznamka: Stejnée, jako v pripade miry usecek, ani zde neplati, Ze jeden obrazec musi byt
celociselnym nasobkem druhého. Pokud by tak nebylo, provedli bychom , zpresneni*

rozctvrcenim jednotkového ctverce a pokracovali bychom obdobné, jako v kapitole 6.1.
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Problematiku méfeni obsahu a pokryvani jednotkovym c¢tvercem je mozné feSit také

4

ctvercoveé sité. Obvykle plati, Ze za jednotkovy ctverec je volen nejmensi Ctverec sité.

Zminme nékolik zakladnich pojmd, s kterymi budeme nasledné pracovat.

Jadro obrazce — mnoZina jednotkovych ctvercli v dané Cctvercové siti, které jsou

podmnoZinou obrazce.

Obal obrazce — mnozina jednotkovych ctvercli v dané ctvercové siti, kde kazdy znich

obsahuje alespon jeden vnitini bod obrazce.

111 Jadro je tedy podmnoZzinou obalu !!!

1%\ T Jadro obrazce , .
: Zakladni ¢tverec

\_\ T3
.’A L‘\

Obal obrazce

1 T2 3 | ja- .
e S(jadra) < S(obrazce) < S(obalu)

Poznamka: Na zdklade pokryvani obrazcui ¢tverci si zZaci uvédomuji vazby mezi jednotlivymi

e
-
e

obrazci a snaze pak odvozuji vzorce pro jejich obsahy apod.

Nerovnost z obrazku je snadno odvoditelnd a ur¢uje ndm hranice, diky kterym lze
odhadnout obsah dané¢ho obrazce. Lze tedy psat
S(iadra) < S(obrazce) < S(obalu).
V naSem ptipadé¢:
2 < S(obrazce) < 15.
Plati tedy, Ze S(obrazee) = 8,5 +- 6,5. Op¢ét 1ze spocitat relativni neptesnost.

R _65

n

=0,7647 Ziejm¢ nechceme méfit s relativni neptesnosti 76,47%. Z tohoto divodu

b

provedeme zjemnéni sit€¢. PovSimnéme si, Ze jednotkovy cCtverec ma ctvrtinovy obsah

puvodniho jednotkového ¢tverce.
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Jednotkovy ctverec

14 11311211 |
15|16 |16 | 17

o obrazce R
8

10
o
1715 | 14 | 13
18|19 12] 11 6
20| 8| 9|10 5[4
21| 7|6 | 5| 4
2223 211 2|3 \‘!1
25 (26| 27 | 30 |31

28|29

Plati:
17 1
S jadra)y = — =4—
Gidm) = = =4

S(obalu) :H-i'ﬂ Zﬁ =12
4 4 4

S(jadray < S(obrazce) < S(obalu)

17 48
— =< S(obrazce) < —
4 4

S(obrazce) = % + —%: 8,125+-3,875

3875
" 8,125

47,7%.

= 0,477 NaSe méfeni je stale nepfesn¢, ovsem nyni métime s relativni nepfesnosti

Kdybychom pokracovali zjemiiovanim sité dale, mohly by nastat dvé moznosti:
1. Ctverce vzniklé zjemnénim pfesné splynou s méfenym obrazcem a po n € N zjemnéni
sité ziskame ptresny obsah obrazce.
2. Ctverce vzniklé zjemnénim nikdy pfesné nesplynou s méfenym obrazcem. V tomto

piipadé se k hledanému obsahu budeme pouze limitn¢ blizit.
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6.3 Mira téles

Definice

Mira téles je zobrazeni mnoziny vSech prostorovych téles (£3) na mnozinu vSech nezdpornych
realnych &isel. Cislo pfifazené télesu T v tomto zobrazeni se nazyvéa objem télesa a zna¢ime
jej V(T). Musi nadale platit:

1. 3TV (T)=1

2. (VL)L =T, = V(1) =V(T,)

3. (VTLT) jestlize T, N\ T, = {}, pak V(T,UT,) = V(T) + V(T,)

Zatimco v ptipad¢é miry obrazcl bylo nutné vychazet z jednotkového ¢tverce a vyuzivali
jsme ctvercovou sit’, v tomto piipadé budeme vychazet zjednotkové krychle a vyuzivat
budeme krychlovou sit’. Na nasledujici uloze budeme demonstrovat pouze ideélni ptipad, kdy

objem télesa je celociselnym nasobkem objemu jednotkové krychle (krychle o objemu jedna).

Uloha

Je dana jednotkovéa krychle KLMNOPQR a krychle ABCDEFGH. Zdvodnéte, jaky objem
ma krychle ABCDEFGH?

Poznamka: Téleso, jehoz objem zjistujeme, nemusi byt krychlové. Tato uloha je pouze
ukazkovy. Abychom nemuseli stdle dokola vypisovat vrcholy krychli, budeme je oznacovat

zkratkou T1 (pro krychli KLMNOPQR) a T2 (pro krychli ABCDEFGH).

H - G
/
E F
]
/_Tz
O P
Tl D C
N M
K L A B

Postup méfeni objemu télesa 7> pomoci télesa 77 je obdobny, jako v piipad¢ miry Gsecek

nebo miry obrazcli. Nadale naznac¢ime pouze prvnich nékolik krokt postupu.
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(e

o (3R

/
E B
l
R N T,
0 p T4
Tl D C
N M T3
K L A B

Prvni predpoklad z definice miry téles je jist¢ splnén, jelikoz V(T1) = 1.
T=T,=V(T)=V(T)=V(T)=1
L,=2T,=V({)=V(T,)=V(T,)=1 atd.
V(L) =V(L+T,)=V(T)+V(T,)=1+1=2
Je ztejmé, Ze V(T2) = 8- V(T1). Opét miZe nastat, Ze objem télesa 72> nebude celociselnym
nasobkem objemu télesa 7. V tomto piipad¢ opét vyuzivame jadra télesa a obalu télesa. Plati:

Jadro (dolni mez) < Objem télesa < Obal (horni mez)

Z4kladni jednotkou objemu je jeden metr krychlovy (1 m*). Vsechny ostatni jednotky jsou

odvozené (mm?, cm?, km? aj.).

6.4 Ulohy k procvi¢eni

1. Mg¢jme danu usecku KL, jejiz délka je rovna jedné. Pomoci této useCky zméite délku

usecky MN. Proved’te alespon jedno zptesnéni.

K L M
2. Pravouhly trojuhelnik je zadan tak, ze délky jeho odvésen jsou v poméru 2:3. Polozme
délku kratsi odvésny rovnu jedné. Urcete délku piepony tak, aby relativni nepiesnost

byla mensi nez 5%.

3. Jsou dany body 4 = [1; 3], B=[3; 4], C=[1; 0] a D = [6; 3]. Urdete |CD), jestlize |4B]

= 1. Vysledek zapiste pomoci nerovnosti a proved’te alespon jedno zpiesnéni.

4. Mg¢&jme dén obdélnik KLMN, kde |KL| =10 cm a |LM| = 15 cm. Zjistéte velikost |KM|,
jestlize |KN| = 1. Vysledek zapiste pomoci nerovnosti a provedte alespont jedno

zptesnéni.
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5. M¢jme dano nékolik utvart ve ¢tvercové siti. UrCete obsah téchto utvarti pomoci jader
a oball. Vysledek zapiSte pomoci nerovnosti. Proved’te alesponi jedno zpiesnéni

pomoci zjemnéni sité.

S I

6. M¢me dan c¢tverec KLMN, jehoz obsah je roven jedné. Pomoci tohoto Ctverce zjistéte
obsah obdélnikit ABCD. Vysledek zapiSte pomoci nerovnosti. Proved’te alesponl jedno
zptesnéni. Pfi feSeni vychazejte vyhradné z rozmért na obrazku.

N M D C

K L A B

7. Jak se zméni objem a povrch kvddru ABCDEFGH, kde |4B| = 3 cm, |BC| = 4cm a

|BF|=5cm, jestlize viechny rozméry zdvojnasobime? Reste také obecnd.

8. M¢jme dany body A[1;3], B[4;6] a C[-2;3]. Zakreslete kruznici tak, aby protinala vSechny
tyto body.

9. Mé&me danu krychli sloZzenou z deviti krychli¢ek. Jak se zméni jeji povrch a objem,
jestlize:
a) odebereme prostiedni ti1 krychlicky (vznikne tunel),
b) odebereme krychli¢ky u vrchold,

c¢) odebereme vzdy pouze tu krychli¢ku, kterd je ve stfedu kazdé stény.

10. Méjme dany rovinné utvary. Rozdélte tyto utvary na dvé cCasti tak, aby tyto Casti mély

OOND

stejny obsah.



7. Zavére¢né procviceni

7.1 Vzorovy zapoctovy test
Zapoctovy test

Geometrie s didaktikou II — letni semestr
Na sepsani testu je 120 minut. Pro jeho splnéni je nutné dosahnout minimalné 70%.

1) Nadefinujte a vhodné zakreslete vné€jsi bod utvaru, vnitini bod utvaru a hrani¢ni bod
utvaru.

2) M¢éjme dano krychlové téleso zadané pomoci kétovani (narys). Zobrazte (narysujte)
jej ve volném rovnobézném promitani a v Mongeoveé promitani.

1,2 1,2

3) M¢éjme déan ctverec MNOP, narysujte jeho obraz ve stejnolehlosti H(K, -3/2).
p 0]

4) Narysujte Sestiboky hranol v nadhledu zprava. Délka hrany podstavy bude delsi nez
5 cm a vyska vétsi nez 6 cm.

5) Zvolte konvexni &tyfuhelnik KLMN. Prisedik jeho uhloptidek oznadte S. Utvar U je
déan takto: U = {X € E2: SX N MN # {}}.
Zakreslete tento utvar, popiSte jeho hranice v prostoru E> a Es (konvexnost,
uzavienost, souvislost, omezenost aj.).

6) M¢me dan ctverec ABCD, jehoz obsah je roven jedné. Zjistéte obsah obrazce

zakresleného ve Ctvercové siti. Proved’te alesponl jedno zpifesnéni. Zadani je na
nasledujici strané.
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7) Vyberte pismena, kterd jsou:
a. stfedove soumérna,
b. sinavzdjem topologickymi obrazy,
c. 0soveé soumeérna.

M,N,O,D,R, T,W, X, K, L, I,U,P
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7.2 ReSeni vzorového zapoctového testu.

1. Nadefinujte a vhodné zakreslete vnéjsi bod tvaru, vnitini bod Gtvaru a hrani¢ni bod utvaru.

Vnitini bod o)
Bod R je vnitfnim bodem utvaru U pravée tehdy, 5 - okoli

kdyz existuje alespoii jedno okoli
bodu R, které je podmnozinou tutvaru U.

Vnéjsi bod

Bod S je vnéj$im bodem utvaru U prave tehdy, /\

kdyz existuje alespoi jedno okoli =~

bodu S, které je neobsahuje zadny bod ttvaru U. y \
s |/

Hraniéni bod S

Bod T je hrani¢nim bodem tutvar U prave tehdy,
kdyZ pro kazdé okoli bodu T plati,

ze obsahuje alespon jeden bod, ktery utvaru U
nalezi, a alespoii jeden bod, ktery

utvaru U nendlezi.

2. Méjme dano krychlové téleso zadané pomoci kotovani (narys). Zobrazte (narysujte) jej ve
volném rovnobézném promitani a v Mongeove promitani.

Mongeovo
Volné rovnobezné promitani promitani

3. M¢jme dan ¢tverec MNOP, narysujte jeho obraz ve stejnolehlosti H(K, -3/2)

P
P3

P2

P

M’
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4. Narysujte Sestiboky hranol v nadhledu zprava. K J
Délka hrany podstavy bude delsi nez ’
5 cm a vyska vétsi nez 6 cm.

5. Zvolte konvexni &tyitthelnik KLMN. Priise¢ik jeho uhlopii¢ek oznadte S. Utvar U je dan
takto: U= {X € E2: SX N MN # {}}.

Zakreslete tento Utvar, popiSte jeho hranice v prostoru E2 a Es (konvexnost, uzavienost,
souvislost, omezenost aj.).

} .

s

L
. X Hranice v E3: Utvar samotny
/ ‘ \ Vlastnosti utvaru:

S A AR A A A Souvisly, konvexni, uzavieny, neomezeny

Hranice v E2:
<~ NSUNMU « MS

K

6. M¢jme dan ¢tverec ABCD, jehoz obsah je roven jedné. Zjistéte obsah obrazce zakresleného
ve Ctvercové siti. Proved’te alespon jedno zpiesnéni. Zadani je na nasledujici strané.

Pied zjemnénim po zjemnéni

e __ T

Sjédra < Sitvaru < Sobalu Sjédra < Sitvaru < Sobalu
2 <Satvaru < 16 ES Satvaru < %
Sl’ltvaru =9+-7 Sutvaru = 8,125 +- 3,625

R _7 =0,777 (77,7%) Rn:?”625
9 8,125

n

= 0,446 (44,6%)

7. Vyberte pismena, ktera jsou:
a. stredov€ soumeérna,

N, O, X, |

b. si navzajem topologickymi obrazy,

(M, N, W, L, I, U) (O, D) (X, K)

€.0S0Ve soumeérna.

N, O, X, |
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7.2 Otazky k procviceni

Vyzkousejte si, zda jste schopni o kazdé z nasledujicich otdzek hovofit alespont 15 minut.

Pokud ano, jste pfipraveni na zkousku.

1.

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.

17.
18.

19.

Axiomy incidence. Reknéte nékteré z téchto axiomi (alespofi tii) a popiste,
k ¢emu axiomy incidence slouZi.

Axiomy shodnosti, rovnob&znosti a uspoiadani. Reknéte nékteré z t&chto axiomi
(alespon tf1) a popiste, k cemu axiomy incidence slouZi.

Shodnost. Jaké zndme typy shodnosti. Jak byste tyto shodnosti predali Zakiim
zéakladni skoly?

Axiomy usporadani. Reknéte nékteré z téchto axiomi (alespoti tfi) a popiste,
k ¢emu axiomy incidence slouZi.

Osova soumérnost. Popiste, co vie o ni vite. Cim je uréena, jakou mnozinu tvoii
samodruzné body.

Jaké shodnosti lze ziskat skladanim osovych soumérnosti?

Skladani osovych soumérnosti. Jaké soumérnosti a jak lze ziskat pomoci sklddani
0s soumernosti.

Promitani. Co je promitani? NapiSte, co vS§e o ném vite.

Geometrické utvary jako mnoziny bodi.

Shodné zobrazeni a rizné typy shodnosti v roviné

Klasifikace vzdjemné polohy dvou geometrickych utvart podle jejich prianiku.
Podobné zobrazeni. Definice. Véty o podobnosti trojuhelnika.

Konvexnost geometrickych utvara.

Podobné zobrazeni v roviné (zejména specidlni typ podobnosti v roviné -
stejnolehlost).

Shodnost tisec¢ek, pojmy zavadéné na zaklad¢ shodnosti tsecek.

Topologické zobrazeni, jednoducha kiivka jako topologicky obraz tusecky,
jednoducha uzaviena kiivka jako topologicky obraz kruznice.

Shodnost thlli a pojmy zavadéné na zéklad€ shodnosti tihl.

Topologické pojmy (omezeny Utvar, vnitini, vn¢j$i a hranicni bod tvaru, otevieny
utvar, uzavieny Utvar, neptekryvajici se utvary, souvisly utvar).

Relace v geometrii. Co je relace, jaké znamé relace, jaké vlastnosti u relaci
urcujeme? Vzdy uvadéjte ukdzky z geometrie. Jaké znate specidlni typy relaci

(uved’te priklad ekvivalence a uspotfadani)?
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20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Me¢éteni geometrickych ttvari - Jordanova mira.

Shodné zobrazeni a shodnost geometrickych utvart. Méfeni usecek: mira usecky,
délka tsecky.

Operace v geometrii. Co je operace? Jaké zname operace v geometrii? Uved’te na
ulohéch z geometrie.

Konstrukce rovnobéznych praméti prostorovych utvari a rekonstrukce
prostorovych ttvart z jejich rovnobéznych priméti.

Rezy téles rovinou. Popiste zakladni tfi pravidla, kterd se pii fezech pouzivaji, a
demonstrujte je na konkrétnich ulohéch.

Mongeovo promitani. Zdivodnéte, pro¢ neni dostatecné ndzorné. Jak tuto
problematiku zprostredkujete zaktim zakladni skoly.

Didakticky konstruktivismus. PopiSte mechanismus poznavaciho procesu a
demonstrujte jej na konkrétni tloze.

Popiste, jaké ziskate shodnosti pomoci skladani os soumérnosti a demonstrujte na

uloze.
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8. Re$eni tloh

3.1.1

1. Relace déna vyctem prvka {[1;1], [1;2], [1;3], [1;4], [1;5], [1;6], [1;7], [2;4], [2;6], [3;6]}
Defini¢ni obor {1;2 ;3}

Obor hodnot {1; 2; 3; 4; 5; 6, 7}

Inverzni relace R = {(x, y)|x, velX,y | x}

3.2.7
1. Budeme — li za obrazec povazovat vzdy jednu stavbu, pak Zadna neni osové€ ani stfedove
soumérnd. Budeme — li za obrazec povazovat dvojici staveb, pak:

a) Osove soumérné jsouc-¢e,b-¢e, f-¢

b) Stiedoveé soumémeé jsoua—h,b—c,b—f,c-f

2.
M
a) K. Py b)
* - ] )
L 0 o L 0 o
®
®
N® P ® M® N o
c)
—o & o - -
N M 1 K 0 P 0
3.
D=0 A=A
b)
a) D C
Aok B=RB ) D c=C B=B
D o A B
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c=cC
A B
D
a) A
» P
o
b)
. p o=p=p
B
d) g
I.;
.")
- -/.U
~— ’/-"
PP S o
€) e e s
T T T—
o - e
¥ -
/A p
/
.a'f
/
[ [ *
A B=5S A
& . & Y
B’ S B A

Reseni pomoci skladani os soumeérnosti

nechavame na ¢tenafi.
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9f. Zde volime pouze jednu ukazku.

A'[-1;-11  BI-5;-11  C[-5;-5]
D[-1; -5]
A”[3;71 BU[7;7] CU7;11]
D" [3; 11]

2) B=A" b A
: e
N M
g
N et
M=K ZIL
o -
. -
S 3
10.
11 |
10
9
8 |
T. A" B..'
E T
:
E i
1
al 1 3| 4 5| s 7| &
-1
i
12. =0
K “""';'71:
4
ACNEPE
N
~Lac
|3 A= ’—%4{3/3 4] 5
(s
A /
A 3l B
3
I
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3.3.2

Psf&f
1 2. /
P14
// }‘\\“-—.
1 4 Ps £ . ¥
/ B
Ps
1 i i
Py e
e
P/ g
5 .
P2, e .
1 7 / .
p, “z‘,\\\ g
ia e ™M
1 ~ ~
A

Tedna 1

Telna 2
5. " 6. |4S|==|4B
12 P4
P r
/ Pl
Ps; i
/ P6~ g
Pr p Sl
P4 Ps ‘x.‘___x
¢ P4 / =
P Y ~_
P2 B/ N
g . Fd s — —
Pl 3 P2 4 ~— ~_
{ | P,/ T
A 1. st 2. st ! 3, st B s s
A S

8.

ABC=GHI k=2
GHI = RST K =25
Pomocny Etverec N M ABC =RST k=5
libovalné velikosg_i\
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4.2.1

F

Podhled zprava

Podhled zleva

oS TR

Nadhled zleva

a)
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5.2.1

/

Nekonvexni Nekonvexni Konvexni
Nespojity Spojity Spojity
Omezeny Omezeny Neomezeny
Neotevieny Uzavieny Uzavieny
Neuzavieny

2.

Hranice v E3 — Utvar samotny
\ / Hranice v E2 : - PRU—> PQU — RQU « RP
' Q Vlastnosti utvaru:
! Neomezeny, nekonvexni, souvisly, uzavieny
3. Hranice v E3 — Gtvar samotny

Hranice v £2 : < PNU < NPU <« PM\U <« NM

Vlastnosti Gtvaru:

Neomezeny, Nekonvexni, souvisly, uzavieny

d)
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5. V tomto ptipad¢ volime pouze ukazku dvou moznosti.
a) Otevieny, omezeny, b) Uzavieny, neomezeny,

souvisly, nekonvexni nesouvisly, nekonvexni

- N K

6. V tomto piipadé volime pouze ukazku dvou moznosti.
a) Otevieny, omezeny, b) Uzavieny, neomezeny,
souvisly, nekonvexni nesouvisly, nekonvexni

Toto neni mozné, prinikem dvou konvexnich ttvart opét vznikne konvexni ttvar.

6.4

7.

Vi=abc=3.4.5=060

S, =2ab +2bc + 2ac

V,=2a.2b2c=8.ab.c

Vv, =(2.3)(2.4)(2.5)=6.8.10 = 480

S, =22a.2b+2.2b.2c +2.2a.2c =8ab + 8bc + 8ac

S, =2.(2.3)(2.5)+2.(2.4)(2.5)+2.(2.3)(2.5) =2.6.10+2.8.10+ 2.6.10 =120 + 160 + 120 = 400
Z vypoctu je patrné, ze objem se zvéEtsi 8-krat a povrch 4-krat.

i
&
1)
o
A oGl B M o] = ] o
—
9
L
=
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9. Mé&me danu krychli sloZzenou z deviti krychli¢ek. Jak se zméni jeji povrch a objem,
jestlize:
a) Odebereme prostiedni tii krychli¢ky

(vznikne tunel).

b) Odebereme krychlicky u vrcholi.

¢) Odebereme vzdy pouze tu krychlicku,

ktera je ve stfedu kazdé stény.
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