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Zopakujeme si definice operaci&tani a
nasobeni Fid.

Postupre zjistime, jaké vlastnosti tyto
operace majl.

Definujeme strukturu celych ¢isel (Z, +, .)
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Rovnost tid

L

Rovnost fid je zavedena takto:

T[a;b] = T[c;d] < [a;b] ~[c;d]

pricemz ekvivalence dvoijic je definovana takto:

[a;b] ~[c;d] < a+td=Db+c




Séitani a nasobeni ¥id

/R

J Definice sowtu trid:

Tla;b] + T[c;d] = T[a+c;b+d]

Definice soWinu trid:

T[a;b] . T[c;d] =, T[a.c+b.d;a.d+b.c]

Pri odvozovani vlastnostéthto operaci budeme
vyuzivat fakt, ze strukturdN,,+, . , <)je linearrg
uspaadany komutativni polookruh s neutralnimi prvky.
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Uplnost operaci gitani a nasobeni £id

L

Tla;b] + T[c;d] =5 T[a+c;b+d]
T[a;b] . T[c;d] =5 T[a.c+b.d;a.d+Db.c]

Vzhledem k tomu, zecgani a nasobeni jsou
ve struktdte (N, ,+, . )uplné, existuji pro
libovolnaa, b, ¢, di prirozen&cisla, ktera
jsou Vv definicich na pravych stranach tedy
cislaa+c,b+d,ac+b.d,ad+b,catedy
existuji i vyslednéridy.




Komutativita s ¢itani trid
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Mame dokazat, ze plati:

T[a;b] + T[c;d] = Tlc;d] + T[a;b],

). Tlatc;b+d]= T[c+a;d+Db].

Vzhledem ke komutatiwtscitani prirozenych ¢isel
je na leve | prave straérataz fida (je utena toutez

uspdadanou dvojici).




Komutativita nasobeni trid
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" Mame dokéazat, ze plati:

T[a;b] . T[c;d] = T[c;d]. T[a;b],

Tlac+bd;ad+bc]= T[ca+db;cb+da.

nledem ke komutativitnasobeni a komutativit

Citaniprirozenych ¢iselje na levé i prave strérataz
trida (je utena toutéz usgadanou dvoijici).



Asociativita s¢itani trid
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Mame dokazat, ze plati:

( Tla;b] + T[c;d] ) + T[e;f] =
= T[a;b] + ( T[c;d] + T[e;f] ) ,

. T[atc;b+d]+ Tl[e;f]=
= Tla;b] + T[ct+e ; d+T],
t]. T[(atc)te; (b+d)+f] =
= T[a+(cte) ; b+(d+f)].
To vsak jist plati vzhledem k asociatitscitani
prirozenych ¢isel.




Asociativita nasobeni ¥id
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" Mame dokazat, ze plati:
( Ta;b] . Tlc;d] ) . Tle;f] =
= T[a;b] . ( T[c;d] . T[esf]) ,
tedy - Tla.c+b.d;a.d+hb.cl-Tled]=
=Tla;b]. T[c.e +d.f;c.f+d.e]

Levou | pravou stranu bychom &pupravili podle
definice nasobeni, atd.

Uzije se pak distributivita, komutativita a asomiti
itani a asociativita nasobeni.

Je zajimave, ze nemusime pouzit komutativitu nagobe




Distributivita nasobeni vadl séitani
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Mame dokazat, ze plati:
(T[asb] + Tc;d] ) . T[e:f] =
= T[a;b] . T[e;f] + T[c;d] . T[e;f],
tedy T[atc; b+d]. T[e;f] =
=Tlae+ bf;af+ be ]+ T[ce+df;cf+de] .

Levou | pravou stranu bychom &pupravili podle
definice nasobeni, pravou podle defini¢aani, atd.

Uzije se pak distributivita a komutativita a astwita
scitani.
Neuzijeme ani komutativitu ani asociativitu nasdaben




Neutralni prvek sc¢itani trid
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Hledame takovouridu T[x;y] , aby platilo:

Tla;b] + T[x;y] = T[a;b],

tj. Tla+x ; b+y] = T[a;b].
Snadno nahlédneme, ze vzhledem k newtnality u
itaniprirozenych ¢iselje mozné volitx =y =0 .

Neutralnim prvkem u scitani je trida T[0;0] .




Neutralni prvek nasobeni ¥id
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Hledame takovouitdu T[x;y] , aby platilo:

T[a;b] . T[x;y] = Tla;b],

tj-Tax+by-;-ay+bx}=-Ta;bl-

Snadno nahlédneme, ze vzhledem k newtrékia 1

a agresivi ¢isla O u nasobepirirozenych ¢iselje
mozneé volitx=1ay=0.

Neutralnim prvkem u nasobeni je ¥ida T[1;0] .




Inverzni prvky u sc¢itani trid
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" K dané ¥idg T[a;b] hledame takovouridu T[x;y] ,
aby platilo:

T[a;b] + T[x;y] = T[0;0],

tedy Tla+x ; b+y] = T[0;0],
[a+x; b+y] ~[0;0]
atx+0=b+y+0

Snadno nahlédneme, ze vzhledem k neutnality a
komutativi€ scitaniprirozenych ¢iselje mozné volit
X=bay=a.

Inverznim prvkem ke tridé T[a;b] je trida T[b;a] .
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Inverzni prvky u nasobeni trid

" K dané fidé T[a;b] hledame takovouidu T[x;y] ,
aby platilo:

Tla;b] . T[x;y] = T[1;0],

tedy Tlax+by ; ay+bx] = T[1,;0],

[ax+by ; ay+bx] ~ [1;0]
ax+by + 0 = ay+bx + 1
Volime-li nagiklada = 3ab =1, mame2x =2y + 1
ale vzhledem k pakfittakovacislax, y neexistuji

Inverzni prvky u nasobeni tedy obec# neexistuji .




Vizualni predstavy
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Neutralni prvek

seitani je

T[0;0] .

Neutralni prvek

nasobeni je

T[1,0] .

Inverzni prvky

u gitani
existuji:
K prvku T[a;b]

je inverzni
T[b;a] .




Oznadovani trid — celadisla
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" Definice: | T[a:0] =, (+a) , T[0:a] =, (-a)

Tridy (+a) , (—a) budeme nazyvatelymi ¢isly,
mnozinu vSech celyctisel budeme oz@davatZ.

Ukazme, ze gtdami(+a) se pa&ita jako scisly zN, :
(+a) + (+b) = T[a;0] + T[b;0] =
= T[a+b ; 0+0] = +(a+b)
(+a) . (+b)=T[a;0] .T[b;0] =
=T[a.b+0.0 ; a.0+0.b] = +(a.b)

Ztotoznime tedy[a;0] = (+a) =a a mameN, L Z .




DalsSi dokazatelna tvrzeni
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Je mozné definovat usfamani naifdach takto:
T[a;b] < T[c;d] epa+d<b+c
a dokazat, ze relaceje ostré linearni usgadani.

Lze definovat kladna a zaporna céiala a plati
Invariance uspi@dani ve tvaru:

(0X,y,2) X<y=>X+2Z<y+2Z

(0Xx,y,z) X<yl 0<zZ=>X.zZ<y.Z

Plati tez, ze v Z neexistujetelé nuly, tedy
(Ox,y,z2) X.y=0=x=00y=0.




Dékujl za pozornost




