Prednaska 04
Trapeni s nekon€&nem

Vyjdeme od starychReka,
ale pijdeme az do dvacatého stoleti!



" nejtajemnéjsich

OO

pojmi matematiky
a je velkym
dobrodruzstvim
sledovat, jak byl

v pridbéehu lidského
poznani zdolavan.

Achilles a zelva &iselnerady




Achilles




/R

Dohoni Achilles zelvu?

L

Predstavme si, ze Achilles (startujici z bodu 0) zawazklvou
(startujici z bodu 1), arfpom predpokladejme, ze zelva&d
polovi¢ni rychlosti, nez bajny hrdina.

Je nesporne, ze:

 Nez Achilles dobhne do bodu 1, zelva ziska naskok a bude

vbods 1+41=3 .
2 2

e Nez Achilles dobhne do bodu 3/2, zelva ziskad naskok a bude

v bock 1+1+1:Z.
2 4 4

1 /> 4




Zda se tedy, ze &Adéla Achilles co &la,
nikdy zelvu nedohoni. Je tomu tak doopravdy”

/R
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Pofebujeme &) s&ist nekonéné¢ mnohocisel.

1 1 1 1 1
1+ =+ -+ + —+ —_ +...=5

2 4 8 16 32

To pijde snadno: nasobenim ziskame
1 1 1 1 1 1 1

+ + +...= —

2 4 8 16 32 64 2

¥

2

a ode€tenim obou vztalnpak 1=

Tedy: | 1+ l+1+1+i+i+ =2

2 4 8 1lc 32




Jak stitat nekonetnou geometrickouradu?
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Cisla geometrické posloupnosti vznikaji takto:

Se&tenimcleni geometrické posloupnosti vznikne
tzv. geometrickarada:

a+alf+a @ +al+aly' +... =s
Snadno odvodime, ze plati:

s:% pro qO(-1;1)
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Jaka je hodnotacisla 0,9999999... ?

Uvazujme o tomta@isle:
 Muze byt ¥tSi nezcislo 1 ?
e Mize byt mensi nedslo 1 ?

* Co z toho vyplyva ?

Potvrdi to vypgaet:

O § + + cee =
10 100 1000 lOOOO

9.9, 9 9 10
1




Jaky Je sowet harmonickérady ?

N
¥

Uvazujme o tomto

1 1 1 1 1
S=—+_+—_+—_+_+
nekonéném soutu: 2 3 4 5 6

1o =t

2 2 2

1.1 5 o7t

3 4 4 2

}+1+1+} > 4& L

5 6 7 8 8 2
é+1+1+1+1+1+1+1 >-8[-L1—:1
9 10 11 12 13 14 15 16 16 2

Co z toho vyplyva?
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Kolik je a
nekonaen?




Uloha

/R

pro déti

Mohou malé dti, které jest
neuntg|i pocitat, zjistit, zda je na
obrazku vice motylk nebo vice
kvétinek nebo je jich stef?

A jak?




Uloha pro taneéniho mistra

N

L

Tan&ni mistr prav@dpodobrt umi pcitat,
ale vzhledem k pfiu mladych sléen a
pani v sale mu to je malo platné.

Muze [gesto snadno
zjistit, zda je v sale vicf
slecen nebo vice pdin
nebo je jich stejr?

A jak?




Jak poznatceho je vice &eho meré

\JV
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MnozinaA je ekvivalentni s mnozinolB,

kdyz plati, ze

,jejich prvky
jde sparovat..

Takovéto mnoziny
maji stejné
kardinalni éislo.




Priklady ekvivalentnich mnozin
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1) Ekvivalence mnoziil,aS:
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2) - Ekvivalence mnozi(0,1 ; 0,2)a(1 ; 2):

Parovani provedeme taktox - 10.X

Znate pohadku o nekonéném hotelu?
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Priklady ekvivalentnich mnozin

L

Nasledujici geometrické Utvary jselvivalentni
mnoziny bod:
| né dv useky (obecr nestejrk dlouhé),

OOVO
OOVO
DOVO

DOVO
DOVO
atd.

ne dwe
ne dwe
ne de
na usé

noloprimky,
orimKy,

Kruznice,

Ka a libovolna pimka,

Ekvivalence.fig




Predstava kardinalnichdisel
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J U (univerzum, tj. tida vSech mnozir

Atd.

Tridy tohoto | O, | R

rozkladu O, ({1,2;3;4;5,6; ...} ,S,L, ...

budeme Atd.

nazyvat — —

kardinalnimi 3 |[{abict {10,274 , .....

&isly. 2 [{a;b} {3;7} ., {# [}, .....
1 |{a} , {0}, {# ,{0}, ......
0 []




Symbolicke zapisy
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Kardinalni ¢éislo mnoziny Abudeme oznsovat
symbolemcard A .

Napiklad:

card {10; 2; # =card{0; 1; 2} =3
card{a} =card {0} =card{ #} =1
card{} =0

card N =,




U nekon&nych mnozin mize byt
cast ekvivalentni celku !!!

N

Snadno dokazeme, ze plati:

card{ 1,2345,...} =0,
card{ 34,5,...} =0,
card{ 24,6810, ...} =0,

Podobr v geometrii:
useka je ekvivalentni siipmkou, atd.




0, +100= 77?7

0, +0, =727

5[0, =277

0,0, =727

ocitat

Muzeme s hekonén




Jak uc¢ime déti s¢itat?

N

Predstava &tanicisel se u &ti vytvéari tak, ze se
,n €éjakeé véci davaji dohromady*.

Napriklad: Petr ma d¥jablka a Pavelit jablka.
Kolik jablek maji oba dohromady?




Definice gitani kardinalnich éisel

A
\

Z téeto edstavy:

Definice €itani kardinalnicltisel vychazi

/ card B

card Ap

AOB +—

card (A I B)

card A + card B =5 card (A

B)

Mnoziny A, B musi byt disjunktni ! Proc?




Jak uc¢ime déti nasobit?
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Predstava nasobedisel se u &i vytvari tak, ze se

,N éjake véci navzajem kombinuji“.

Napriklad: Petr ma d¥tricka a troje trenyrky.
Kolik raznych dres si mize obléci?

o E/?’

-

A

e® 00
c® OO




Definice nasobeni kardinalnichéisel
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predstavy:.

A

card A

B

Definice nasobeni kardinalni¢sel vychazi z této

card B

AxB

card (A x B)

card A . card B =5 card (A x B)
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Jednoduché vzorce

Nechr L1, =card A, l;=cardB.
Nech' n = card C, kdeC je kon&na mnozina,
tedyn je prirozenécislo.

Pak plati:
a+n:Da DG+DB:
O(.O:O = DG'DB:
n>0 = a-n:Da — |:|max(0(,B)




Kolik je kardinalnich ¢isel?
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Ozna&me mnozinu vSechipozenych¢isel symboleni.
Ozname mnozinu vSech realny¢rsel symbolenR.
Lze dokazat, ze plati: g N =0
card Pot (N) =card R=[],
Plati toto tvrzeni (zobe&na hypotéza kontinua):

card A=, = <cardPot(A) =0U,,,

JAlef i je tedy nekonéné mnoho:

01,234, ...,0,,0,0,,0, ...




Mnozinoveé
strasidlo




Zapisy cisel ve dvojkove soustay

3 0 7 1 1 0 1
0,307),,=—+ + 11 -+ 4=
(0307, 10 100 1000 (01109, 2 4 8 16
0 1
0,00.... ) 0,01.... | 0,10.... ; 0,11....
0,0.... | 0,1....




Zapisy cisel ve trojkové soustaw

01207, =02 00 2 L 271802 Z AT
1
(0’201111--)3:2"‘94‘ L + 1 + 1 +...:g+-27 :Z
39 27 818 " 3,1 9
3

’ /3 2/3




Vznik diskontinua

1.krok
0 1/3 2/3
2.krok

0 1/3 2/3
3.krok

0 1/3 2/3

Atd.




Proc¢ je to ,strasidelna”“ mnozina?
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Vypocitejme, jak dlouhé us&y jsme vyadili:

A co v Cantoro¥ diskontinuu zstalo?
Stati si uvdomit toto parovani:

(0,22002022202...,) —— (0,11001011101...,)




Dékuji vam za pozornost




