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Prednaska 04




® pojem matematickeé struktury
® struktury s jednou binarni operaci







Definice matematicke struktury

A
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Usparadanou n-tici [ M; R, R,; ... Oy O, il ]
budeme nazyvat matematickou strukturou praw
tehdy, kdyz M je mnozina (tzv. nost struktury),
R;; R, ... Jsou binarni relace v mnoziré M a

O,; O,; ... Jsou binarni operace v mnoziré M .

Priklady matematickych struktur:
® [Ng=:<;+;.],

* [Z+],

® [Pot(A);I; n;0O;-],

atd.




Poznamky ke strukturam

Jednou z relaci ve strukRibyva vzdy rovnost, pro ni jsou
samoze|ng splreny pozadavky reflexivnosti, symetrie a
tranzitivnosti. Tato relace se v zapise struktury vynechava.

Krome toho se vyzaduje, abglace (tedy | rovnosthyly
iInvariantni vzhledem k operacim
To znamena, ze:
e pro binarni relack a binarni operacdD plati
(Oxy,ZIM) x Ry=(x02)R(yOz U
OXRy=((zOXx)R(zOYy)
e resp. pro binarni relaét a unarni operadD plati
(0Ox,y,ZM) X Ry=(Ox)R (Ovy)



Priklady invariance

» Ve struktde[ Ny; <; +] jsou binarni relace = <«
iInvariantni vzhledem k binarni operagi tj. plati
(OXY,ZLONg) X=y => X+z=y+2z []
[l X=y = z+x=2z2+Yy
a (Uxy,ZLNO)x<y= x+z<y+z [
[l X<y => z+x< z+Yy
e Ve struktue[ Pot(2) ; OO ; n ] je binarni relace]
iInvariantni vzhledem k binarni operati, tj. plati
(DLABCUOZAOB=AnCOBNnC 0O
AOB=CnA0OCNhB

atd.






Definice (komutativniho) grupoidu
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Strukturu [ M; O] budeme nazyvat
(komutativnim) grupoidem pravé tehdy, kdyz
binarni operace O je (komutativni a) uplna v M.

Priklady:
® [Ng +]a[Ng .] jsou komutativni grupoidy,
®* [Ny -] neni grupoid
* [Z; -] je nekomutativni grupoid,
* [Pot(A); O] je komutativni grupoid,




Poznamka k neutralnimu prvku

Uvazujme grupoid M; 0] a budeme fedpokladat, ze
vV mnozirg existujiM dva rtizne neutralni prvky, a n,
operacel .

Plati tedy, ze:
(OxOM) xon,=x O nox=x, (1)
a sodasre (UxOM) xoOn,=x 0O n,O0x=x. (2)

Z druhécasti (1) plyne, ze  n,on,= n,,
a z prvnicasti (2) plyne, ze n,0n,= n;.
Z téchto rovnosti vyplyva, ze n,=n,,
oba neutralni prvky tedy splynou.

Zavér. Grupoid ma nejvyse jeden neutralni prvek.



Definice (komutativni) pologrupy
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(Komutativni) grupoid [ M; O] budeme nazyvat
(komutativni) pologrupou pravé tehdy, kdyz binarni
operace O je navic asociativni v M.

Priklady:
® [Ng +]alNg .] jsou komutativni pologrupy
® [Z ;-] nenipologrupa,
® [Perm(A) ; ¢ ] je nekomutativni pologrupa,
® [Pot(A); O] je komutativni pologrupa,




Definice (komutativhiho) monoidu
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(Komutativni) pologrupu [ M; O] budeme nazyvat
(komutativnim) monoidem pravé tehdy, kdyz navic
v M existuje neutralni prvek operace O .

Priklad

y:
Ny . ] je komutativnhi monoid,

N ; + ] neni monoid,

Perm(A) ; ] je nekomutativni monoid,

 Pot(A) ; O ] je komutativni monoid,

atd.




Poznamka k inverznim prvkim

Uvazujme monoid M; 0] s neutralnim prvkem a
budeme pedpokladat, ze képpkému prvkuxOM existuji
v M dva inverzni prvky, a x, .

Operace] je tedy asociativni a plati séasre:
XOX;, = n Ox, 00X =n
XOX, = n OX, 00X =n
Pak: X, =x/0n= X0 (X0OX, )=
= (X O0X)OX, =N OXy =X, ,
a oba inverzni prvky tedy splynou.

Zaveér: V modoidu existuje ke kazdému prvkunejvyse
jeden inverzni prvek.



Definice (komutativni) grupy
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(Komutativni) monoid [ M; O] budeme nazyvat
(komutativni) grupou pravé tehdy, kdyz navic ke
kazdému prvku x 0 M existuje v M inverzni prvek.

Priklad

Y
' Z; +] je komutativni grupa,

N, ; + ] neni grupa,

Perm(A) ; ¢ ] je nekomutativni grupa,

' Pot(A) ; O ] neni grupa,




Poznamka o kraceni v grué

Uvazujme grupy M; O] s neutralnim prvkem .
Rovnost je vzhledem k operacinvariantni, tedy plati:
(OX,y,ZLONy) x=y = x0z=yoz U
[l X=y = zOXx= zOYy.
Lze dokazat | obracena tvrzeni, tedy ze plati (tzac&ni):
(Ox,y,ZL0Ny) x0z=y0z = x=y U
[l zOX=zOy = X=YV.
Dukaz: Z pedpokladu XO0zZ=yOzZz
pomociinvariance (x0Oz)O0z = (yoz)oz
a pomoci asociativityx 0 (zoz )= yo(zoz)
ziskame XONn=yOon
a tedy X=Y

Zaveér: V grup é Ize kratit (zprava i zleva).



Zaveéreéne shrnuti
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Nazev struktury [M; O]

Vlastnosti operace O

(komutativni) grupoid

(K) U

(komutativni) pologrupa (K) U A
(komutativni) monoid (K U A N
(komutativni) grupa (KY U A N |

Jakeé vlastnosti by é&ty usparadanéstruktury?




Dékujl za pozornost




