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®* Naucime se provadt dukazy vét v teoril
prirozenych ¢isel pomoci axiomu indukce




Pripomeinme si axiom indukce
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(A7) [F(O) O (Ox) (FX) = FX) ] = (Ox) F(x)

Axiom se pouziva vitkazech obecnychévo
prirozenychcislech, které maji tvaitlx) F(x) .

Dikaz Wty (Ox) F(x) bude mit vzdy dva kroky:
1) ???F(0)
2) ?7?7?jestlize plati F(x), pak plati i F(X")
(pro libovolné x)
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Nejprve dokazeme tyto jednodussi &ty
0 fitani a nasobeni irozenych ¢isel

(V1) (Ox)0+x=x

(V2)
(V3)
(V4)
(V5)
(V6)
(V7)
(V8)

(

e o S S S S

X)X+1=x

X)L +Xx=X

x)(Qy)(Hz) (x+y)+z=x+(y+2z)
x)(Qy) x +y =y +X

X) 0.x=0

X) X.1=X

X)(Oy)(Oz) x.(y+z)=X.y+Xx.z



(V1) (

L

Dukaz:

X) O+X=X

Formule F(x) je 0+ x =X.

1) ?? F(0O),tedy 0+ 0=0. To plyne z(A3).
2) ?? F(X) = F(x") pro libovolnéx,
tedyjestlize O+ x=x,pak 0+ x =X

Prec
prec
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Kladu~(x), t]. 0 + x = x rikame indukni
kKlad a budeme ho zmalP.

Kazujme tedy, 76 + X" = X..

O+x = (0+x) =X

(A4) (IP a Al)

Cislo 0 je tedy neutralnim prvkem f¥i séitani.




(V2) (Ox) x+1=X%

Dukaz
Formule F(x) je x+1=X".

1) ?? F(O),tedy0+1=0".
Plati,ze 0+1=1= 0
(V1) (Def)

2) ?? F(X) = F(X") pro libovolnéx,
tedyjestlizex + 1 =x",pak x +1= (X)
Dokazujme tedy, zex” + 1 = (X')..

X +1=x+0=(x+0) =)
(Def) (Ad) (A3aAl) =m




(V3) (Ox) 1+x=x

Dukaz
Formule F(x) je 1+x=X".

1) ?? F(O),tedy1+0=0".
Plati,ze 1+0=1= 0
(A3) (Def)

2) ?? F(X) = F(X") pro libovolnéx,
tedyjestlize 1 +x=x",pak 1 +x = (X)
Dokazujme tedy, z& + X = (X').
1+x = (1 +x) = (X).

(A4) (IP a Al) o




(V4) (Ox)(Ly)(Hz) (x+y) +z=x+(y +2)
(z)[Ox)(Uy) (x +y) +z=x+(y + 2)

T Dikaz:
Formule F(z) je (Lx)(Oy) (x+y)+z=x+ (y + 2)

1) ?? F(O), tedy(Ix)(Oy) (x +y) +0=x+ (y + Q)

oro lib.x,y: (x+y)+0=x+y=x+(y+0)

(A3) (A3aAl+)

2) ?? F(z) = F(z') pro libovolnéz, tedy

jestlize @x)(Qy) (x +y) +z=x+(y + 2),

pak  Ux)(Ly) (x+y)+z =x+(y+7),

oro libovolné x, y plati (pra:?):

xX+y)+zZ =[(x+y)+tz] =[x+(y+z)] =
=xt(y+z)=x+(y+z). =




y + X
y + X

(V5) (Ox)(dy) x+y
(Ly)(Hx) x+y

/R
Y

Dikaz:

Formule F(y) je (LX) X+y =y + X

1) ?? F(O), tedy(Ix) x+0=0+Xx

oro lib.x plati. x+0= x = 0+X
(A3) (V2)

2) ?? F(y) = F(y’) pro libovolney, tedy

jestlize (Ux) x+y=y +Xx,

pak (OX) x+y =y +x

oro libovolnéy plati (pra:?):
Xty =(x+y) = 1+(x+y)=1+(y+Xx)=
= (1l+y)+x=y +X. o




V6) (Ox) 0.x=0

A

A

Diukaz:
Formule F(x) je 0.x=0.

1) ?? F(O),tedy 0.0 =0. To plyne z(A5).

2) ?? F(X) = F(x") pro libovolnéx,
tedyjestlize 0. x=0,pak 0.x =0

Dokazujme tedy, 726 . X = 0.
0.x= 0.x+0=0+0 =0
(A6) (IP a Al+) (A3) o

Cislo 0 je tedy agresivnim prvkem pi nasobeni.
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V7) (Ox) x.1=X

A

Dikaz:
Formule F(x) je x.1=x.

1) ?? F(O),tedy 0.1 =0. To plyne z(V6).

2) ?? F(X) = F(x") pro libovolnéx,
tedyjestlizex .1 =x,pak x .1=x

Dokazujme tedy, zex’ . 1 =X’.
X .1= xX.0=x.0+x =0+x =X
(Def a Al.) (A6) (A5aAl+) (V1) m

Vysledek je jednim z tvrzeni o tom, z€islo 1 je
neutralnim prvkem pri nasobeni.




(V8) (Ox)Qy)(Uz)x.(y+2z)=x.y+X.Z

(Mz)Ex)(Ly) X . (y+2)=x.y+X.Z

JDﬁkaz:

Formule F(z) je(x)(OQy) X . (y+2z2)=X.y+X.2Z

1) ?? F(O), tedy(Ix)(Oy) x. (y+0)=x.y+x.0

oro libovolnex, y plati (pra?) :
X.(y+0)=x.y=x.y+0=x.y+x.0

2) ?? F(z) = F(z') pro libovolnéz, tedy

jestlize x)(Oy) x . (y+z)=X.y+X.Z

pak (OxX)(Oy)x.(y+z)=x.y+Xx.z

oro libovolné x, y plati (pra:?):
X.(y+zZ)=x.(y+z) =x.(y+tz)+x=

=(X.y+X.2)+X=X.Yy+(X.Z+X)=X.+X.Z =







Lze dokazat mnoho dalSich & o
prirozenych éislech, nagriklad:

(V9)

(V10)
(V11)
(V12)
(V13)
(V14)
(V15)

X)(
X)(
X)(

(Ox)(Oy)(Hz) (x.y).z=x.(y.z)

y) X .y = X.y+y

V) X.Y=VY.X

V) (Oz) X+z=y+z2= xX=YVy
y) X+y=0= x=00y=0
V) (Oz)x.y=0 = x=00y=0
V)X.z=y.z0z#0 = x=y



Definice relaci < a <.

A
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Definice:
X<y <p(lZ) x+z=y
Relacix <y c¢teme X je mensSi nebo rovno y*.

Definice:
X<y o () x+z=yOz#0
Relacix <y c¢teme X je menSi nez y“.




L ze dokazat dalsi fakta o prawé
definovanych relacich, nagiklad:

Relace< je neostré linearni uspd&adani.

Relace < je ostré linearni uspadani.

Relace< je invariantni vzhledem k operaci €itani.
Relace< je invariantni vzhledem k operaci nasobeni.
Relace < je invariantni vzhledem k operaci &tani.

Relace < neni invariantni vzhledem k operaci nasobeni.
atd.



Dékujl za pozornost




